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Nächste Woche KEINE Vorlesung!!! 

Übung 5 (29.3.2011) 

 - Fink & De Sanctis:  HPH G1 

 - Anders:   HCI D2 

 - Krämer:   HCI J4 

 

Übung 6 (31.03.2011) 

 - Gruppeneinteilung wie üblich! 
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 Die kumulative Verteilungsfunktion für die 
Summe zweier Zufallsvariablen 

 

Zufallsvariablen 

Wir setzten die Summe und 

Somit können wir zuerst die Dichtefunktion für  

bestimmen, unter der Annahme, dass X1 gegeben ist,  
z.B. durch 
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voraus. 
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 Die kumulative Verteilungsfunktion für die 
Summe zweier Zufallsvariablen 

 

Zufallsvariablen 

Die marginale Wahrscheinlichkeitsdichtefunktion für Y kann nun durch 

Integration über X1 ermittelt werden: 






 11112
dx)x,xy(f)y(f X,XY

Falls X1 und X2 voneinander unabhängig sind, erhält man das sogenannte 
Faltungsintegral:   
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Werkzeuge zur Modellierung von 
Unsicherheiten 

 Funktionen aus Zufallsvariablen 

– Summe aus Zufallsvariablen: 

 

 

 

 

 

 

21 XXY 
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  Faltungsintegral 
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Falls          monoton ansteigt und der Zusammenhang eineindeutig ist, kann die 

Realisation von Y nur dann kleiner als y0 sein, wenn auch die Realisation von X 

kleiner ist als x0. Dabei gilt                          und es folgt: 

 Die kumulative Verteilungsfunktion für 
Funktionen von Zufallsvariablen 

Zufallsvariablen 

Es soll die kumulative Verteilungsfunktion für eine Funktion von 
Zufallsvariablen z.B.                  berechnet werden. 

Dabei ist die Wahrscheinlichkeitsverteilungsfunktion von X  gegeben als            . 

( )Y g X

( )XF x

( )g x

1( ) ( ) ( ( ))YF y P Y y P X g y   

1

0 0( )x g y

1( ) ( ( ))Y XF y F g y

Die kumulative Verteilungsfunktion für Y ist also auf folgende Weise definiert: 
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 Die kumulative Verteilungsfunktion für 
Funktionen von Zufallsvariablen 

Zufallsvariablen 

ausgehend von 

erhält man 

1( ) ( ( ))Y XF y F g y

1( ( ))
( ) X
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 Die kumulative Verteilungsfunktion für 
Funktionen von Zufallsvariablen 

Zufallsvariablen 

Falls          monoton fallend ist, kann die Realisation von Y nur dann kleiner als 

y0 sein, wenn die Realisation von X größer als x0 ist. In diesem Fall muss das 
Vorzeichen vertauscht werden: 

( )g x

1( ) ( ( ))Y XF y F g y 

( ) ( )Y X

dx
f y f x

dy
 man erhält: 

Grundsätzlich folgt daraus für monoton ansteigende oder fallende 
Funktionen: 

( ) ( )Y X

dx
f y f x

dy
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 Die kumulative Verteilungsfunktion für 
Funktionen von Zufallsvariablen 

Zufallsvariablen 

Falls die Elemente eines Zufallsvektors                                als eineindeutige 
Darstellung der monoton steigenden oder fallenden Funktionen 
der Elemente des Zufallsvektors                              angenommen werden können,  

ergibt sich: 
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Kleines Beispiel 1 
Wir erinnern uns, dass wir die Wahrscheinlichkeitsdichtefunktion 
einer Funktion einer Zufallsvariable 
bestimmen können durch: 
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Modellierung von Unsicherheiten - 
Praxisbezug 

 Zufallsvariablen und deren Charakteristiken 

Die reelle Welt 

Exposition 

Verletzbarkeit 

Robustheit 

Modelle der „Welt“ 
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 Z.B. Steinschlag 

 

Modellierung von Unsicherheiten - 
Praxisbezug 



24.03.2011 15 

Statistik und Wahrscheinlichkeitsrechnung 

Modellierung von Unsicherheiten - 
Praxisbezug 

 Z.B. Steinschlag 

 Entscheidungen unter Unsicherheiten 

– Sollten wir in eine Steinschlaggalerie investieren? 

– Wenn ja, von wo bis wo und wie dick? 

– Oder doch besser Steinschlagnetze? 

– Oder sollten wir die Strecke umlegen? 

– … 
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Modellierung von Unsicherheiten - 
Praxisbezug 

Ablösung 

Fall Treffer 
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Unsicherheiten bei Problemen im 
Ingenieurwesen 

Problemstellungen im Ingenieurwesen sind oftmals sehr spezifisch 
bzw. einmalig. 

 

Das Lösen dieser Probleme erfordert: 

 grundlegende ‚Werkzeuge‘ (Physik, Mathematik, 
Naturwissenschaften, Ingenieurwissenschaften,…) 

 Innovation (in der Lage sein, Lösungswege zu finden) 

 Übung 

 

Übung ist wichtig! – Bedingung für Entwicklung der 
Mustererkennung  
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Inhalte der heutigen Vorlesung 

 Zufallsvariablen 
- Der zentrale Grenzwertsatz 

 - Die Normalverteilung 

 - Die Lognormalverteilung 

 - Weitere Verteilungsfamilien 

 Zufallsprozesse 
- Zufällige Folge (Bernoulli trials) 
- Binomialverteilung 
- Geometrische Verteilung 



24.03.2011 19 

Statistik und Wahrscheinlichkeitsrechnung 

Zufallsvariablen 
 Der zentrale Grenzwertsatz 

lautet: 

 Die Verteilung einer Summe von 
Zufallsvariablen nähert sich der 
NORMALVERTEILUNG, wenn die 
Anzahl der Summanden gross wird. 
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Zufallsvariablen 

 Bedingungen für den zentralen Grenzwertsatz: 

 

 

1. Die Summe sollte nicht von einer oder wenigen 
Komponenten dominiert werden. 

2. Die Summanden dürfen nicht oder nur schwach 
voneinander abhängig sein. 

3. Es gibt keine Bedingungen betreffend der 
Verteilungstypen der Summanden. 

 

1 2 ... nY X X X   
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Zufallsvariablen 
 Illustration: 

 Eine Strecke wird mit einem Zollstock vermessen.  
- Der Zollstock hat eine Länge von 2 m. 
- Die kleinste Einheit auf dem Zollstock ist 1mm. 

 Alle Messungen werden gerundet, d.h. die 
Messungenauigkeit jeder einzelnen Messung kann mit einer 
gleichverteilten Zufallsvariablen modelliert werden. 
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Zufallsvariablen 
 Illustration: 

– Wir betrachten nun den akkumulierten Fehler über die 

gemessene Länge:  

- bis 2 m  (eine Messung) 

- zwischen 2 und 4 m  (zwei Messungen) 

- zwischen 6 und 8 m  (vier Messungen) 

- zwischen 14 und 16 m   (acht Messungen) 
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Zufallsvariablen 
 Illustration: 
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Zufallsvariablen 
 Normalverteilung 

 Analytisch kann die Normalverteilung durch wiederholte 
Anwendung der Rechenregel für die Dichte der Summe von zwei 
unabhängigen Zufallsvariablen hergeleitet werden. 
 
Die Normalverteilung wird im Ingenieurwesen oft verwendet, 
wenn die Zufallsgrösse als Summe von mehreren zufälligen 
Einflüssen angesehen werden kann: 

 
Eine Linearkombination von Normalverteilten Zufallsvariablen 
ist deswegen auch Normalverteilt: 
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Zufallsvariablen 
 Normalverteilung 

 Wenn der Mittelwert der Normalverteilung gleich Null ist und 
die Standardabweichung gleich Eins, erhält man die 
Standardnormalverteilung.  

Standardisierte Dichtefunktion der Normalverteilung 

X

X

X
Y










24.03.2011 28 

Statistik und Wahrscheinlichkeitsrechnung 

Zufallsvariablen 

X

X

X
Y
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 Normalverteilung 

 Wenn der Mittelwert der Normalverteilung gleich Null ist und 
die Standardabweichung gleich Eins, erhält man die 
Standardnormalverteilung.  
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Zufallsvariablen 
 Lognormalverteilung 

 Wenn der Logarithmus der Zufallsvariablen X, d.h. 
 

 
 

 normalverteilt ist, ist die Variable X  lognormalverteilt  
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Zufallsvariablen 
  

Die Normalverteilung ergibt sich aus der Summe von mehreren 
Zufallsvariablen (zentraler Grenzwertsatz). 

  
Die Lognormalverteilung ergibt sich aus dem Produkt von 
mehreren Zufallsvariablen. 
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Zufallsvariablen 
Die Lognormalverteilung hat die nützliche Eigenschaft, dass: 
 
 
 
 

wobei    eine unabhängige lognormalverteilte Zufallsvariable mit 
Parametern      ,      und            ist. 
  

Somit ist auch    lognormalverteilt mit Parametern: 
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Zufallsvariablen 
Die Lognormalverteilung wird häufig angewendet für die 
Modellierung von  
 
 unsicheren Parametern, welche nicht-negative Realisationen  

annehmen können. 

 Ermüdungslebensdauern. 

 Festigkeit von Holz, Stahl und Beton. 

 täglichen Niederschlagsmengen. 

 unsicheren Einflussparametern aus dem  
Produkt von Zufallsvariablen. 
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Zufallsvariablen 
Beton Druckfestigkeit 
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Zufallsvariablen 
Es besteht eine grosse 
Anzahl  
von verschiedenen  
Wahrscheinlichkeits-
verteilungen: 
 
Gleichverteilung 
Normalverteilung 
Lognormalverteilung 
Exponentialverteilung 
Betaverteilung 
Gammaverteilung 
… 

 
Skript S. D18 
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Stochastische Prozesse und Extreme 

Zufallsgrössen können zeitabhängig sein, so dass sie im Laufe der 
Zeit neue Realisationen annehmen. 
 
 Falls neue Realisationen zu diskreten Zeiten vorkommen und 

diskrete Werte annehmen nennt man das Phänomen eine 
Zufallsreihe. 
 

 Versagensereignissen, Verkehrsstörungen, … 
 

 Falls neue Realisationen kontinuierlich über die Zeit vorkommen 
und kontinuierliche Werte annehmen nennt man das Phänomen 
einen Zufallsprozess oder einen Stochastischen Prozess.  
 
Windgeschwindigkeit, Wellenhöhe,… 
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Stochastische Prozesse und Extreme 
 Zufallsreihen 

– Eine Reihe von Experimenten mit nur zwei möglichen sich gegenseitig 
ausschliessenden Ergebnissen nennt man einen Bernoulli-Versuch. 

– Typischerweise nennt man die Ereignisse eines Bernoulli-Versuchs  
Erfolg und Versagen. 

 

Wenn die Wahrscheinlichkeit     eines Erfolgs in einem Versuch 
konstant ist, dann kann die Wahrscheinlichkeitsdichte von    Erfolgen 
in     Versuchen wie folgt bestimmt werden: 
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Stochastische Prozesse und Extreme 
 Zufallsreihen 

 
– Eine Reihe von Experimenten mit nur zwei möglichen sich 

gegenseitig ausschliessenden Ereignissen nennt man einen 
Bernoulli Versuch.  

 

Die binomiale Wahrscheinlichkeitsverteilungsfunktion ist wie folgt 
definiert:  
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Stochastische Prozesse und Extreme 
 Zufallsreihen 

 

Der Erwartungswert und die Varianz einer binomialverteilten 
Zufallsvariable     ist gegeben durch: 

 
 
 

  npYE 

  (1 )Var Y np p 

Y
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Beispiel Bernoulli Versuch und Binomialverteilung 

• Eine Reihe von Experimenten mit nur zwei möglichen und 
exklusiven Ereignissen nennt man einen Bernoulli Versuch. 

• Typischerweise nennt man die Ereignisse eines Bernoulliversuches  
Erfolg und Versagen. 

 
Zum Beispiel:  
 
Autos auf einer Strasse;  Abbiegen: Versagen, Wahrscheinlichkeit   p  
 
    Gerade: Erfolg, Wahrscheinlichkeit   1- p  
 
 Was ist die Wahrscheinlichkeit, dass von fünf Autos zwei abbiegen? 
 
Wahrscheinlichkeit, dass keines (von 5) abbiegt: 
 
Wahrscheinlichkeit das zwei (von 5) abbiegen:  
 
 
Binomialverteilung:   
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k = Anzahl Möglichkeiten 2 aus 5 
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Zum Beispiel:  
 
Autos auf einer Strasse;  Wahrscheinlichkeit Abbiegen  p = 0.3 
 
Gesucht Wahrscheinlichkeitsdichte für 2 aus 5 biegen ab. 
     
 Binomialverteilung:   
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Beispiel Bernoulli Versuch und Binomialverteilung 
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Zum Beispiel:  
 
Autos auf einer Strasse;  Wahrscheinlichkeit Abbiegen  p = 0.3 
 
 
     
 Binomialverteilung:   
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0.3;  5p n 

Beispiel Bernoulli Versuch und Binomialverteilung 
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Zum Beispiel:  
 
Autos auf einer Strasse;  Wahrscheinlichkeit Abbiegen  p = 0.3 
 
 
     
 Binomialverteilung:   
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0.3;  30p n 

Momente: 

  npYE 

  (1 )Var Y np p 

Beispiel Bernoulli Versuch und Binomialverteilung 
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Beispiel Bernoulli Versuch geometrische Verteilung 

Zum Beispiel:  
 
Autos auf einer Strasse;  Wahrscheinlichkeit Abbiegen  p = 0.3 
 
Die Wahrscheinlichkeit, dass das n-te Auto abbiegt: 
 
(1) Bis zum n-ten Auto ist noch keines abgebogen: 

 
(2) Das n-te Auto biegt ab:  
 
 
Geometrische Verteilung: 
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Stochastische Prozesse und Extreme 
   Zufallsreihen 
 
Die Wahrscheinlichkeitsdichtefunktion für die Anzahl von 
(unabhängigen) Versuchen bis zum ersten Erfolg ist gegeben durch: 
 
 
 
 
Die Wahrscheinlichkeitsverteilungsfunktion ist somit: 
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Stochastische Prozesse und Extreme 
Der Median der Geometrischen Verteilungsfunktion beinhaltet 
Informationen darüber, wie lange (wie viele Wiederholungen) ein 
Spiel mit Erfolgswahrscheinlichkeit    (pro Zeiteinheit) gespielt 
werden muss, um eine faire Gewinnchance zu haben: 
 

 Zeiteinheiten können folgende sein: 

 - Würfe (Würfeln) 

 - Jahre (Erdbeben) 

 

 Der Median ist definiert durch 

 

 Wir brauchen nur      zu bestimmen als Funktion von    . 

( ) 0.5 1 (1 )n

NP n p   
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Stochastische Prozesse und Extreme 
Der Median der Geometrischen Verteilungsfunktion beinhaltet 
Informationen darüber, wie lange (wie viele Wiederholungen) ein 
Spiel mit Erfolgswahrscheinlichkeit    (pro Zeiteinheit) gespielt 
werden muss, um eine faire Gewinnchance zu haben: 
 
 
 
Wir logarithmieren auf beiden Seiten…  
 
und wenden folgende Umschreibung an: 
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Stochastische Prozesse und Extreme 

Anwendungen des Resultats 
 

Um eine 50% Chance zu haben, einen 6‘er zu würfeln, 
werden     Würfe benötigt: 

  

 

50% Chance für zwei 6‘er (mit zwei Würfeln) benötigt: 

  

 
50% Chance, ein Erdbeben mit jährlicher 
Eintrittswahrscheinlichkeit von 0.001 zu erleben, benötigt    
Jahre:  
  

 

0.7 6 4  Würfen   

0.7 36 25  Würfen   

0.7 1000 700  Jahren   
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Statistik und Wahrscheinlichkeitsrechnung 

Stochastische Prozesse und Extreme 
 Zufallsreihen 

 

Der Erwartungswert und die Varianz einer geometrisch 
verteilten Zufallsvariable sind gegeben durch: 
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z.B. Falls    die jährliche Wahrscheinlichkeit  
eines extremen Erdbebens ist, ist die  
Wiederkehrperiode gegeben durch den  
Erwartungswert           . 
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