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Dienstag, 4. Mai 2010: Übung

Raumaufteilung für die Übung am Dienstag:g g g

Übung von Mathias und Markus: HIL E 1
Übung von Gerhard und Katharina HIL E 6Übung von Gerhard und Katharina: HIL E 6

Start: 8 Uhr
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Inhalte der heutigen Vorlesung

 Bayes‘sche Methoden der Parameterschätzung
‐ Mathematische Formulierung
‐ Konjugierte a priori Verteilungen

 Bayes‘sche Regressionsanalyse

‐ Formulierung eines RegressionsmodellsFormulierung eines Regressionsmodells 
‐ Methode der kleinsten Quadrate
‐ Aktualisierung der Regressionskoeffizienten
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‐ Aktualisierung der Regressionskoeffizienten
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Modellierung von Unsicherheiten ‐ Übersicht

Unterschiedliche Typen an Informationen werden zur 
Bildung von Ingenieurmodellen verwendet

– Subjektive Information
– Frequentistische Information
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Modellierung von Unsicherheiten ‐ Übersicht

Knowledge is experience

Data is just information
A EinsteinA. Einstein
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Bayes‘sche Methoden der Parameterschätzung
Bayes‘sche Methoden der Parameter‐
schätzung ermöglichen die gleichzeitige 
Berücksichtigung von

Theorie

DatenBerücksichtigung von

a priori (subjektiver und/oder 
f ti ti h ) I f ti

Erfahrung

Daten

frequentistischer) Information

und A Priori Daten

zusätzlicher frequentistischer Information 
(Versuchsergebnisse oder Beobachtungen) Aktualisieren

A Posteriori

Aktualisieren
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Bayes‘sche Methoden der Parameterschätzung
Bayes‘sche Methoden der Parameter‐
schätzung ermöglichen die gleichzeitige 
Berücksichtigung von

Theorie

DatenBerücksichtigung von

a priori (subjektiver und/oder 
f ti ti h ) I f ti

Erfahrung

Daten

frequentistischer) Information

und A Priori Daten

zusätzlicher frequentistischer Information 
(Versuchsergebnisse oder Beobachtungen) Aktualisieren

So kann ein probabilistisches Modell
aktualisiert werden→ a posterioriModell A Posteriori

Aktualisieren
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aktualisiert werden → a posteriori Modell A Posteriori
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Bayes‘sche Methoden der Parameterschätzung
Wir betrachten die Zufallsvariable       mit der 
Wahrscheinlichkeitsdichtefunktion

X

Die Parameter der Dichtefunktion werden als unsicherθ

),( θxfX

Die Parameter       der Dichtefunktion werden als unsicher 
angenommen mit der a priori Wahrscheinlichkeitsdichte

θ

 θf

Versuche / Beobachtungen werden gemacht:n

 θf

 1 2ˆ ˆ ˆ ˆ, ,..., T
nx x xx
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Bayes‘sche Methoden der Parameterschätzung
Die Likelihood der Beobachtungen berechnet sich zu:

ˆ ˆ( ) ( )
n

X iL f xx θ θ
1i

Mit dem Satz von Bayes erhalten wir die a posteriori
Wahrscheinlichkeitsdichtefunktion für die Parameter :θ

   ˆ( )L f
f 



 


x θ θ

θ x

Wahrscheinlichkeitsdichtefunktion für die Parameter    :θ

 
 ˆ( )

f
L f d


θ x

x θ θ θ

Nun können wir die Dichtefunktion für aktualisieren So erhaltenθ



Nun können wir die Dichtefunktion für      aktualisieren. So erhalten 
wir die prädiktive Dichtefunktion:

θ
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Bayes‘sche Methoden der Parameterschätzung

Es gibt eine grosse Zahl von natürlich konjugierten Verteilungen fürg g j g g
‐ die a priori
‐ die a posteriori

Wahrscheinlichkeitsdichtefunktionen.

Bei natürlich konjugierten Verteilungen gehören sowohl die a priori 
als auch die a posteriori Wahrscheinlichkeitsdichtefunktion zur 
selben  Verteilungsfamilie.
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Bayes‘sche Methoden der Parameterschätzung
Illustration: Aktualisieren einer Dichtefunktion

 ˆ( )L f x θ θ   
 

( )
ˆ( )

L f
f

L f d





 


x θ θ
θ x

x θ θ θ

Die Parameter      sind unsicher, z.B.θ
‐Mittelwert der Fliessgrenze von Stahl
‐ Standardabweichung einer Schneelast
→ h U i h h i
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Bayes‘sche Methoden der Parameterschätzung
Illustration: Aktualisieren einer Dichtefunktion

10

 ˆ( )L f x θ θ

10n a prioriLikelihood

   
 

( )
ˆ( )

L f
f

L f d





 


x θ θ
θ x

x θ θ θ

t i ia posteriori

d hlJe grösser die Anzahl 
Daten, desto stärker ist 
der Einfluss der Likelihood
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Bayes‘sche Methoden der Parameterschätzung
Illustration: Aktualisieren einer Dichtefunktion

15

 ˆ( )L f x θ θ

a prioriLikelihood
15n 

   
 

( )
ˆ( )

L f
f

L f d





 


x θ θ
θ x

x θ θ θ

t i ia posteriori

d hlJe grösser die Anzahl 
Daten, desto stärker ist 
der Einfluss der Likelihood

27.04.2010 13



Statistik und Wahrscheinlichkeitsrechnung

Bayes‘sche Methoden der Parameterschätzung
Illustration: Aktualisieren einer Dichtefunktion

20

 ˆ( )L f x θ θ

a prioriLikelihood
20n 

   
 

( )
ˆ( )

L f
f

L f d





 


x θ θ
θ x

x θ θ θ

t i ia posteriori

d hlJe grösser die Anzahl 
Daten, desto stärker ist 
der Einfluss der Likelihood
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Bayes‘sche Methoden der Parameterschätzung
Beispiel: Fliessspannung von Stahl

Wir nehmen an, die Fliessspannung       eines Baustahls in            sei yf MPa
normalverteilt mit Erwartungswert      und Standardabweichung       :

y

yf


yf


( ; )
y yy f ff N  

Die Standardabweichung sei bekannt, der Erwartungswert unsicher:

mit17 5 MPa  ( ; )N    350MPa mit 

Zusätzlich wurden 5 Zugversuche durchgeführt und die folgenden

17.5
yf

MPa  ( ; )
yf

N  
10MPa  

ˆ (365 347 354 362 348)f

Zusätzlich wurden 5 Zugversuche durchgeführt und die folgenden 
Fliessspannungen gemessen:
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Bayes‘sche Methoden der Parameterschätzung
Beispiel: Fliessspannung von Stahl

Bei einer normalverteilten Zufallsvariable mit bekannter Standard‐
abweichung und unbekanntem, normalverteiltem Erwartungswert ist 
die a posteriori Verteilung des Erwartungswerts ebenfalls 
normalverteilt:normalverteilt: 2

1 1ˆ( ( ) exp)
22

y

y y

f
f fyf

 
  



  
          

f
22     
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Bayes‘sche Methoden der Parameterschätzung
Beispiel: Fliessspannung von Stahl

Bei einer normalverteilten Zufallsvariable mit bekannter Standard‐
abweichung und unbekanntem, normalverteiltem Erwartungswert ist 
die a posteriori Verteilung des Erwartungswerts ebenfalls 
normalverteilt:normalverteilt: 2

1 1ˆ( ( ) exp)
22

y

y y

f
f fyf

 
  



  
          

f

Die Parameter der a posteriori Verteilung sind:

22     

'
'

1 1

yf
n n





  nn
yf

22

22

'








2

2


 yfn
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Bayes‘sche Methoden der Parameterschätzung
Beispiel: Fliessspannung von Stahl

Bei einer normalverteilten Zufallsvariable mit bekannter Standard‐
abweichung und unbekanntem, normalverteiltem Erwartungswert ist 
die a posteriori Verteilung des Erwartungswerts ebenfalls 
normalverteilt:normalverteilt: 2

1 1ˆ( ( ) exp)
22

y

y y

f
f fyf

 
  



  
          

f

Im betrachteten Beispiel:

22     

06.3n 353.22 MPa  6.16 MPa  
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Bayes‘sche Methoden der Parameterschätzung
Beispiel: Fliessspannung von Stahl

Im Beispiel hat die Likelihood einen relativ starken Einfluss

3.06
5

n
n
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Bayes‘sche Methoden der Parameterschätzung
Beispiel: Fliessspannung von Stahl

Schliesslich können wir auch die prädiktiveWahrscheinlichkeits‐
dichtefunktion für die Stahl‐Fliessspannung bestimmen:

2f   
2

1 1ˆ exp
22y

y
f y y

f
f f




  
        

f

222
yf 

Die prädiktive Verteilung kombiniert unsere Informationen aus dem 
a priori Modell und den 5 Testergebnissen.
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Bayes‘sche Methoden der Parameterschätzung
Beispiel: Fliessspannung von Stahl
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Bayes‘sche Regressionsanalyse

Im Ingenieurwesen werden oft verschiedene Arten von 
Modellen miteinander kombiniert:

1) Physikalische Modelle

90

100x
txCtxD

xt
txC


















 ),(),(),(
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sCtC ),0( Diffusionsgleichung

20
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50

O
ut

pu
2) Empirische Modelle

2)( xxfy

27.04.2010 22

0

10

0 2 4 6 8 10 12

Input

)( xxfy 



Statistik und Wahrscheinlichkeitsrechnung

Bayes‘sche Regressionsanalyse
Lineare Regression

Wir nehmen an, dass ein Zufallsvariable     (Output) als lineare Y
Funktion  einer Zufallsvariablen     (Input) gegeben ist.

Aus     paarweisen Beobachtungen möchten wir die 

X

n ˆ ˆ( , )Tx y
Regressionsgerade schätzen:

0 1y x    

Weiter nehmen wir an, dass der Residualwert (Fehler)    einer 

0 1y  

Normalverteilung folgt:

Oft kann eine nichtlineare Funktion durch Transformation

(0, )N  
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Oft kann eine nichtlineare Funktion durch Transformation 
linearisiert werden. 
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Bayes‘sche Regressionsanalyse

0 1Die Modellparameter und können mit der Methode der 
kleinsten Quadrate geschätzt werden.

2 2
0 1

1 1

ˆ ˆmin min ( ( ))
n n

i i i
i i

y x  
 

   
1 1i i 

Steigung

Achsenabschnitt
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Bayes‘sche Regressionsanalyse
Die Modellparameter und können mit der Methode der 
kleinsten Quadrate geschätzt werden.

0 1

2 2
0 1

1 1

ˆ ˆmin min ( ( ))
n n

i i i
i i

y x  
 

   

Es ergibt sich folgendes 
Gleichungssystem:

2
0 1

10

ˆ ˆ( ( )) 0
n

i i
i

y x 
 

  
     


n  2

0 1
11

ˆ ˆ( ( )) 0i i
i

y x 
 

       


27.04.2010 25



Statistik und Wahrscheinlichkeitsrechnung

Bayes‘sche Regressionsanalyse
Die Modellparameter und können mit der Methode der 
kleinsten Quadrate geschätzt werden.

0 1

2 2
0 1

1 1

ˆ ˆmin min ( ( ))
n n

i i i
i i

y x  
 

   

Lösung des Gleichungssystems:

1 1ˆ ˆ
n n

 0 1 1
1 1

1 1ˆ ˆi i
i i

y x y x
n n

  
 

     

ˆ ˆ
n



 

1
1

22

1

ˆ

i i
i XY
n

X
i

x y x y
S
Sx n x
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Bayes‘sche Regressionsanalyse
Die Unsicherheit des Regressionsmodells kann mit einer 
Normalverteilung für den Modelloutput      abgebildet werden:Y

0 1( ; )Y N X   
Mittelwert Standardabweichung

Schätzung der Modellparameter:
S

e e S a da dab e c u g

0 1y x   1
XY

X

S
S

 

Standardabweichung des Fehlers:Standardabweichung des Fehlers:

2
n

i n Anzahl Beobachtungen

Die gleichen Ergebnisse 
erhält man auch mit 
der Maximum 
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1i

n k



n
k

Anzahl Beobachtungen
Anzahl Parameter in β Likelihood Methode
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Bayes‘sche Regressionsanalyse
Das Gleichungssystem für die Schätzung der Modellparameter lässt 
sich auch in Matrix‐Schreibweise formulieren:

ˆ ˆ ˆˆT TX y X Xβ 1ˆ ˆ ˆ ˆ( )T Tβ X X X y

ˆ ˆ ˆ ˆ( )T
0 1( , )T βHierin ist:

1̂1 x 
 

1 2ˆ ˆ ˆ ˆ( , ,.., )T
ny y yy

2ˆ1ˆ x 
 
 
 

X
  Diese Schreibweise ist insbesondere

nützlich, um die Regressionsanalyse
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nützlich, um die Regressionsanalyse 
zu programmieren.
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Bayes‘sche Regressionsanalyse
Die Matrixschreibweise erleichtert auch die Verallgemeinerung auf 
den mehrdimensionalen Fall:

r
1ˆ ˆ ˆ ˆ( )T Tβ X X X y0

1

r

j j
j

y x  


  

ˆ ˆ ˆ ˆ( )T

Dann ist: 0 1( , ,..., )T
r  β

1 2ˆ ˆ ˆ ˆ( , ,.., )T
ny y yy

12 1ˆ ˆ1 rx x 
 



21 2ˆ ˆ1ˆ rx x 
 
 
 

X
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Bayes‘sche Regressionsanalyse
Die statistische Unsicherheit des Regressionmodells lässt sich bei 
Verwendung der Matrixschreibweise wie folgt quantifizieren:

   2 1 ˆ ˆˆ ˆ
T

n k   


y Xβ y Xβ mit n
k

Anzahl Beobachtungen
Anzahl Parameter in β

V i d F hl

Daraus ergibt sich die Unsicherheit der Parameterschätzung:

Varianz des Fehlers

  2Cov   Vβ mit   1ˆ ˆT


V X X
Kovarianz‐Matrix der Parameter

Gegeben     und     folgt      einer Normalverteilung:βX Y

o a a a de a a e e
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Bayes‘sche Regressionsanalyse
Aktualisieren der Regressionskoeffizienten

Ein bestehendes Regressionsmodell kann mit neuen Daten 
aktualisiert werden. Hierfür benötigen wir

‐ Informationen über das a prioriModell:

0 1( , )T   β  
2( )

Cov





 

β

V

‐ Informationen zu den neuen Beobachtungen:

1̂1 x 1

2

1
ˆ1ˆ

x
x

 
 
 
 

X
 1 2ˆ ˆ ˆ ˆ( , ,.., )T

ny y yy

27.04.2010 31
ˆ1 nx

 
 
 

 



Statistik und Wahrscheinlichkeitsrechnung

Bayes‘sche Regressionsanalyse
Die Parameter des a posteriori Modells ergeben sich wie folgt:

A posteriori Parameter ACHTUNG:

  1 ˆ ˆT
 

    β V V β X y

A posteriori Parameter

D t

ACHTUNG:
Im Skript sind diese Gleichungen 
falsch angegeben –

1 1 ˆ ˆT 

A priori Parameter Daten falsch angegeben 
Korrekturseiten sind auf der 
Homepage

1 1( ) ( ) T
 

   V V X XHierin ist (betrifft Gleichungen E.45 und 
E.46, sowie das Beispiel E.4)
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Bayes‘sche Regressionsanalyse
Die Parameter des a posteriori Modells ergeben sich wie folgt:

A posteriori Parameter

  1 ˆ ˆT
 

    β V V β X y

A posteriori Parameter

D t

1 1 ˆ ˆT 

A priori Parameter Daten

1 1( ) ( ) T
 

   V V X XHierin ist
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Statistik undStatistik und
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Prof. Dr. Michael H. Faber
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