
Statistik und Wahrscheinlichkeitsrechnung

A f b E 13Aufgabe E.13
Die Betondruckfestigkeit von Probekörpern einer bestimmten 
P d kti i d l l t ilt A f ühProduktion wird als normalverteilt angenommen. Aus früheren 
Testergebnissen ist der Mittelwert und die Standardabweichung der 
Druckfestigkeit bekannt. Nach Berücksichtigung der statistischen 
Unsicherheit ist der Mittelwert der Betondruckfestigkeit ebenfalls 
normalverteilt (Einheit in MPa):

( )' 35 ' 3N

Die Standardabweichung wird als bekannt (deterministisch) 

( )~ ' 35, ' 3
X XX N μ μμ μ σ= =

angenommen:

10X MPaσ =

30.04.2009 1



Statistik und Wahrscheinlichkeitsrechnung

A f b E 13
Um die Verteilung des Parameters       zu aktualisieren, wurden 20 
V h kö f ih D kf ti k it üft Di E b i i d

Xμ

Aufgabe E.13

Versuchskörper auf ihre Druckfestigkeit geprüft. Die Ergebnisse sind 
in der Tabelle gegeben.

Nr.
Druck-
festigkeit
[MPa]

Nr.
Druck-
festigkeit
[MPa]

1 24.4 11 33.3

Bestimme die a posteriori 
Verteilung des Mittelwertes 
sowie die prädiktive Verteilung 

2 27.6 12 33.5

3 27.8 13 34.1

4 27.9 14 34.6

5 28.5 15 35.8

p g
der Beton‐Druckfestigkeit

( )~ ' 35, ' 3
X XX N μ μμ μ σ= =

6 30.1 16 35.9

7 30.3 17 36.8

8 31.7 18 37.1

9 32 2 19 39 2Es wird nur die Verteilung des

( )X Xμ μ

10X MPaσ =
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9 32.2 19 39.2

10 32.8 20 39.7

Es wird nur die Verteilung des 
Mittelwertes aktualisiert.
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Akt li i

Durch neue Messungen können wir unsere A Priorix̂

Aktualisierung von
Wahrscheinlichkeitsverteilungen

Durch neue Messungen    können wir unsere A Priori 
Wahrscheinlichkeitsdichte  für den Mittelwert       aktualisieren –
Dazu verwenden wir den Satz von Bayes. 

x
Xμ

LikelihoodA Posteriori A Priori

( ) ( ) ( ) ( ) ( )ˆ | ' '
ˆ'' | nf f L f

f x
⋅ ⋅

= =
x θ θ θ θ

θ( )
( ) ( ) ( )

|
ˆ'ˆ | 'n

f x
ff f d

= =
⋅∫

θ
xx θ θ θ
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Akt li iAktualisierung von
Wahrscheinlichkeitsverteilungen

Wollen wir den Mittelwert       einer Normalverteilung aktualisieren, 
ergibt sich folgender Zusammenhang:

Xμ

( ) ( ) ( ) ( )( ) ( ) ( )
( ) ( )

( ) ( )
( )

ˆ | ' '
ˆ'' |

ˆ'ˆ | '
n X X X X

X
n X X X

f f L f
f

ff f d
μ μ μ μ

μ
μ μ μ

⋅ ⋅
= =

⋅∫
x

x
xx
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Akt li iAktualisierung von
Wahrscheinlichkeitsverteilungen

Wollen wir den Mittelwert       einer Normalverteilung aktualisieren, 
ergibt sich folgender Zusammenhang:

Xμ

( ) ( ) ( ) ( )( ) ( ) ( )
( ) ( )

( ) ( )
( )

ˆ | ' '
ˆ'' |

ˆ'ˆ | '
n X X X X

X
n X X X

f f L f
f

ff f d
μ μ μ μ

μ
μ μ μ

⋅ ⋅
= =

⋅∫
x

x
xx

( ) ( )
2

1 1

ˆ1 1ˆ | exp
22

n n
i X

X i X
i i XX

xL f x μ
μ μ

σσ π= =

⎛ ⎞⎛ ⎞−⎜ ⎟= = − ⎜ ⎟⎜ ⎟⎝ ⎠⎝ ⎠
∏ ∏

⎝ ⎠
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Akt li iAktualisierung von
Wahrscheinlichkeitsverteilungen

Wollen wir den Mittelwert       einer Normalverteilung aktualisieren, 
ergibt sich folgender Zusammenhang:

Xμ

( ) ( ) ( ) ( )( ) ( ) ( )
( ) ( )

( ) ( )
( )

ˆ | ' '
ˆ'' |

ˆ'ˆ | '
n X X X X

X
n X X X

f f L f
f

ff f d
μ μ μ μ

μ
μ μ μ

⋅ ⋅
= =

⋅∫
x

x
xx

( ) ( )
2

1 1

ˆ1 1ˆ | exp
22

n n
i X

X i X
i i XX

xL f x μ
μ μ

σσ π= =

⎛ ⎞⎛ ⎞−⎜ ⎟= = − ⎜ ⎟⎜ ⎟⎝ ⎠⎝ ⎠
∏ ∏

⎝ ⎠

( )
2

'1 1' exp
2 '' 2

X

XX

X

x
f μ

μμ

μ
μ

σσ π

⎛ ⎞⎛ ⎞−⎜ ⎟= − ⎜ ⎟⎜ ⎟⎜ ⎟⎝ ⎠⎝ ⎠
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Akt li iAktualisierung von
Wahrscheinlichkeitsverteilungen

Wollen wir den Mittelwert       einer Normalverteilung aktualisieren, 
ergibt sich folgender Zusammenhang:

( ) ( ) ( ) ( )

Xμ

( ) ( ) ( )
( ) ( )

( ) ( )
( )

ˆ | ' '
ˆ'' |

ˆ'ˆ | '
n X X X X

X
n X X X

f f L f
f

ff f d
μ μ μ μ

μ
μ μ μ

⋅ ⋅
= =

⋅∫
x

x
xx

( ) ( )
2

1 1

ˆ1 1ˆ | exp
22

n n
i X

X i X
i i XX

xL f x μ
μ μ

σσ π= =

⎛ ⎞⎛ ⎞−⎜ ⎟= = − ⎜ ⎟⎜ ⎟⎝ ⎠⎝ ⎠
∏ ∏

⎝ ⎠

( )
2

'1 1' exp
2 '' 2

X

XX

X

x
f μ

μμ

μ
μ

σσ π

⎛ ⎞⎛ ⎞−⎜ ⎟= − ⎜ ⎟⎜ ⎟⎜ ⎟⎝ ⎠⎝ ⎠
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A f b E 13Aufgabe E.13
In der a Posteriori  Wahrscheinlichkeitsdichtefunktion  für den 
Mitt l t i d di I f ti d A i i V t ilMittelwert       sind die Informationen aus der A priori Verteilung 
und der Likelihood (den Daten) enthalten.

Xμ
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A f b E 13Aufgabe E.13
Die konjugierte a priori Verteilung für das Aktualisieren des 
Mitt l t i N l t il b i b k t

D k D k( )' 35 ' 3Nμ μ σ

Mittelwertes       einer Normalverteilung bei bekannter 
Standardabweichung       ist die Normalverteilung.

Xμ

Xσ

Nr.
Druck-
festigkeit
[MPa]

Nr.
Druck-
festigkeit
[MPa]

1 24.4 11 33.3

2 27.6 12 33.5

( )~ ' 35, ' 3
X XX N μ μμ μ σ= =

10X MPaσ =
2 27.6 12 33.5

3 27.8 13 34.1

4 27.9 14 34.6

5 28.5 15 35.8
Für diesen Fall gibt es eine 6 30.1 16 35.9

7 30.3 17 36.8

8 31.7 18 37.1

9 32.2 19 39.2

Für diesen Fall gibt es eine 
analytische Lösung!

30.04.2009 9

10 32.8 20 39.7
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A f b E 13Aufgabe E.13
Die konjugierte a priori Verteilung für das Aktualisieren des 
Mitt l t i N l t il b i b k t

D k D k

Mittelwertes       einer Normalverteilung bei bekannter 
Standardabweichung       ist die Normalverteilung.

Xμ

Xσ

( )' 35 ' 3Nμ μ σ
Nr.

Druck-
festigkeit
[MPa]

Nr.
Druck-
festigkeit
[MPa]

1 24.4 11 33.3

2 27.6 12 33.5

( )~ ' 35, ' 3
X XX N μ μμ μ σ= =

10X MPaσ =
2 27.6 12 33.5

3 27.8 13 34.1

4 27.9 14 34.6

5 28.5 15 35.8

Für diesen Fall gibt es eine 
analytische Lösung!

6 30.1 16 35.9

7 30.3 17 36.8

8 31.7 18 37.1

9 32.2 19 39.2
32.665x =

30.04.2009 10

10 32.8 20 39.720n =
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A f b E 13Aufgabe E.13 32.665x =
20n =

A priori Verteilung für :Xμ

10Xσ =

A priori Verteilung für       :Xμ

( )~ ' 35, ' 3
X XX N μ μμ μ σ= =

'
'

X xμμ +

Parameter der a posteriori Verteilung für       :Xμ

''' 1 1
'

X

n n

n n

μμ =
+

2 2

2 2

'
'''
' '

X X

X

n n
μ

μ

σ σ

σ
σ σ

=
⋅
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A f b E 13Aufgabe E.13 32.665x =
20n =

A priori Verteilung für :Xμ

10Xσ =

A priori Verteilung für       :Xμ

( )~ ' 35, ' 3
X XX N μ μμ μ σ= =

Parameter der a posteriori Verteilung für       :Xμ

2

' Xn σ
=

'
'

X xμμ +
2'

X

n
μσ''' 1 1

'
X

n n

n n

μμ =
+

Stichprobengewichtung

2 2

2 2

'
'''
' '

X X

X

n n
μ

μ

σ σ

σ
σ σ

=
⋅
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A f b E 13Aufgabe E.13 32.665x =
20n =

A priori Verteilung für :Xμ

10Xσ =

A priori Verteilung für       :Xμ

( )~ ' 35, ' 3
X XX N μ μμ μ σ= =

2 210 100' 11 11Xn σ
= = = =

Parameter der a posteriori Verteilung für       :Xμ

'
'

X xμμ +
2 2 11.11

' 3 9
X

n
μσ''' 1 1

'
X

n n

n n

μμ =
+

2 2

2 2

'
'''
' '

X X

X

n n
μ

μ

σ σ

σ
σ σ

=
⋅
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A f b E 13Aufgabe E.13 32.665x =
20n =

A priori Verteilung für :Xμ

10Xσ =

A priori Verteilung für       :Xμ

( )~ ' 35, ' 3
X XX N μ μμ μ σ= =

Parameter der a posteriori Verteilung für       :Xμ

' 35 32.665
' 20 11 11

X xμμ + +

2 2

2 2

10 100' 11.11
' 3 9
Xn σ

σ
= = = =

' 20 11.11'' 33.4991 1 1 1
' 11.11 20

X

n n

n n

μμ = = =
+ +

3 9
Xμ

σ
2 2

2 2

'
'''
' '

X X

X

n n
μ

μ

σ σ

σ
σ σ

=
⋅
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A f b E 13Aufgabe E.13 32.665x =
20n =

A priori Verteilung für :Xμ

10Xσ =

A priori Verteilung für       :Xμ

( )~ ' 35, ' 3
X XX N μ μμ μ σ= =

Parameter der a posteriori Verteilung für       :Xμ
' 35 32.665

' 20 11 11
X x
n n
μμ + +

2 2

2 2

10 100' 11.11
' 3 9
Xn σ

σ
= = = =

20 11.11'' 33.4991 1 1 1
' 11.11 20

X

n n

n n

μμ = = =
+ +

3 9
Xμ

σ
2 2 2 2

2 2 2 2

' 10 3
' 11.11 20''
' ' 3 3

1.793
X X

X

n n
μ

μ

σ σ

σ
σ σ

= = =
⋅⋅

30.04.2009 15

3 3
11.11 20'

X X

n n
μ μσ σ

++



Statistik und Wahrscheinlichkeitsrechnung

A f b E 13Aufgabe E.13
In der A Posteriori  Wahrscheinlichkeitsdichtefunktion  für den 
Mitt l t i d di I f ti d A i i V t ilMittelwert       sind die Informationen aus der A priori Verteilung 
und der Likelihood (den Daten) enthalten.

Xμ
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A f b E 13Aufgabe E.13

Die (a posteriori) prädiktive Verteilung ist die neue VerteilungDie (a posteriori) prädiktive Verteilung ist die neue Verteilung 
unserer Zufallsvariablen       nach dem Aktualisieren der 
Verteilungsparameter:

X

( ) ( ) ( )ˆ| '' |ˆf x f x f d= ⋅∫ θ θ x θx( ) ( ) ( )| |Xf x f x f d= ⋅∫ θ θ x θx
Prädiktive 
Di ht

Dichte bei 
b

A posteriori
V ilDichte gegebenen

Parametern
Verteilung 

der Paramter

( ) ( ) ( )∫
30.04.2009 17
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A f b E 13Aufgabe E.13
In unserem Beispiel ist die (a posteriori) prädiktive Verteilung 
i d i N l t il

( )
2

1 1ˆ exp
2

X
X

x
f x μμ⎛ ⎞′′′⎛ ⎞−⎜ ⎟= − ⎜ ⎟⎜ ⎟′′′⎜ ⎟′′′

x

wiederum eine Normalverteilung:

( ) p
22

XX

Xf
μμ σπσ ⎜ ⎟′′′⎜ ⎟′′′ ⎝ ⎠⎝ ⎠

( )X N μ σ′′′ ′′′∼ ( , )X N μ σ
A posteriori 
Mittelwert
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A f b E 13Aufgabe E.13
In unserem Beispiel ist die (a posteriori) prädiktive Verteilung 
i d i N l t ilwiederum eine Normalverteilung:

( )
2

1 1ˆ exp
2

X
X

x
f x μμ⎛ ⎞′′′⎛ ⎞−⎜ ⎟= − ⎜ ⎟⎜ ⎟′′′⎜ ⎟′′′

x

2 2 2
Xσ σ σ′′′ ′′= +

( ) p
22

XX

Xf
μμ σπσ ⎜ ⎟′′′⎜ ⎟′′′ ⎝ ⎠⎝ ⎠

( )X N μ σ′′′ ′′′∼
X Xμσ σ σ+( , )X N μ σ
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A f b E 13Aufgabe E.13
In unserem Beispiel ist die (a posteriori) prädiktive Verteilung 
i d i N l t ilwiederum eine Normalverteilung:

( )
2

1 1ˆ exp
2

X
X

x
f x μμ⎛ ⎞′′′⎛ ⎞−⎜ ⎟= − ⎜ ⎟⎜ ⎟′′′⎜ ⎟′′′

x

2 2 2
Xσ σ σ′′′ ′′= +

( ) p
22

XX

Xf
μμ σπσ ⎜ ⎟′′′⎜ ⎟′′′ ⎝ ⎠⎝ ⎠

( )X N μ σ′′′ ′′′∼

Streuung um 
den Mittelwert

Streuung des 
Mittelwerts

X Xμσ σ σ+( , )X N μ σ

den MittelwertMittelwerts

μ μ′′′ ′′=
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A f b E 13Aufgabe E.13
In unserem Beispiel ist die (a posteriori) prädiktive Verteilung 
i d i N l t ilwiederum eine Normalverteilung:

( )
2

1 1ˆ exp
2

X
X

x
f x μμ⎛ ⎞′′′⎛ ⎞−⎜ ⎟= − ⎜ ⎟⎜ ⎟′′′⎜ ⎟′′′

x

22 2
Xσ σ σ′′′ ′′= +

( ) p
22

XX

Xf
μμ σπσ ⎜ ⎟′′′⎜ ⎟′′′ ⎝ ⎠⎝ ⎠

( )X N μ σ′′′ ′′′∼
221.793 103.21410

X Xμσ σ σ+

= + =

( , )X N μ σ

10.159MPaσ ′′′ =
33.499MPaμ′′′ =
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