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Zusammenfassung der letzten Vorlesung

Tests auf die Güte der Anpassung

– Der χ2‐Güte der Anpassung Test
D K l S i Güt d A T t– Der Kolmogorov‐Smirnov‐Güte der Anpassung Test

Modellvergleich
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Zusammenfassung der letzten Vorlesung

2Der χ2‐Güte der Anpassung Test

Wir testen die Statistik der quadrierten Abweichungen zwischenWir testen die Statistik der quadrierten Abweichungen zwischen 
dem beobachteten und dem erwarteten Histogramm
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Zusammenfassung der letzten Vorlesung

Kolmogorov‐Smirnov‐Güte der Anpassung Test

Di b b ht t k l ti 1Die beobachtete kumulative

Verteilungsfunktion kann mit Hilfe von
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Zusammenfassung der letzten Vorlesung

Vergleich der Modelle 

Wi ll i h i M d ll t h id di b id dWie soll man nun zwischen zwei Modellen entscheiden, die beide den 
Test für die Güte der Anpassung bestanden haben?

Dazu gibt es zwei Möglichkeiten: 

direkter Vergleich der Stichprobenstatistiken selbst g p

– nicht konsistent, da unterschiedliche Anzahl der Freiheitsgrade 

den Vergleich der Stichproben‐Likelihood
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Kurs im Überblick
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Grundzüge der Zuverlässigkeitsanalyse

Versagensereignisse und einfache Zufallsvariablen

Mit i V i i ii i i P i iMit einem Versagensereignis assoziieren wir im Prinzip

• Verlust der Funktionalität

• Kosten• Kosten

• Todesfälle

• UmweltschädenUmweltschäden
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Grundzüge der Zuverlässigkeitsanalyse

Versagensereignis und einfache ZufallsvariableVersagensereignis und einfache Zufallsvariable

Ein Versagensereignis lässt sich als funktionelle BeziehungEin Versagensereignis lässt sich als funktionelle Beziehung 
beschreiben: { }( ) 0g= ≤F x

Eine solche funktionelle Beziehung bezeichnet man als 
Grenzzustandsfunktion.

)(xg

Realisationen von einfachen 
Zufallsvariablen
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Grundzüge der Zuverlässigkeitsanalyse

Die Wahrscheinlichkeit eines Ereignisses

Die Wahrscheinlichkeit eines Ereignisses                                   , z.B. 
eines Versagensereignisses kann mit Hilfe des folgenden Integrals

{ }( ) 0g= ≤F x
eines Versagensereignisses, kann mit Hilfe des folgenden Integrals 
berechnet werden.

∫= )(X xxf dfP
Multivariate Wahrscheinlichkeitsdichtefunktion 
der einfachen Zufallssvariable X∫

≤0)(xg
f

srg )(x

Joint probability 
density function 
Joint probability 
density function 
Multivariate
Wahrscheinlichkeits‐
dichtefunktionsrg −=)(x

: Tragwiderstand
B h

r
Resistance

Load
Resistance

LoadBeanspruchung

Trag‐
widerstand

dichtefunktion
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Grundzüge der Zuverlässigkeitsanalyse

Die Wahrscheinlichkeit eines Ereignisses

Di Lö d W h h i li hk it i t l i t i ll i i htDie Lösung des Wahrscheinlichkeitsintegrals ist im allgemeinen nicht 
trivial – kann multidimensional sein und eine komplizierte 
Integrationsdomäne besitzeng

∫
≤

=
0)(

)(
x

X xx
g

f dfP

Klassische numerische Integrationsmethoden wie Gauss oder 
h b h d h ff f l

≤0)(xg

Schebyschev sind nicht effizient für Dimensionen grösser als 5‐6. 
Andere Wege sind notwendig, welche wir nun in Folge besprechen.
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Grundzüge der Zuverlässigkeitsanalyse

Lineare Grenzzustandsfunktion und normalverteilte Zufallsvariablen
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Grundzüge der Zuverlässigkeitsanalyse

Lineare Grenzzustandsfunktion und normalverteilte Zufallsvariablen

Di V h h i li hk it i t dDie Versagenswahrscheinlichkeit ist dann:

)0()0)(( ≤=≤= MPgPPF X

Welche sich direkt mit der Standard Normalverteilung errechnen 
lässt:

mit

0( ) ( )M
F

M

P μ β
σ
−

=Φ =Φ −
M

M

σ
μβ =

M

Zuverlässigkeits‐ oder Sicherheitsindex
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Grundzüge der Zuverlässigkeitsanalyse

Lineare Grenzzustandsfunktion und normalverteilte Zufallsvariablen

μ

)(mfM

SafeFailure
)(mfM

SafeFailureVersagen Sicher

M

M

σ
μβ =

Mσ MσMσ Mσ

m
Mμ

m
Mμ

21.05.2008 14

Sicherheitsmarge
MM



Statistik und Wahrscheinlichkeitsrechnung

Grundzüge der Zuverlässigkeitsanalyse

Lineare Grenzzustandsfunktion und normalverteilte Zufallsvariablen

Der Sicherheitsindex      hat eine geometrische Interpretationβ
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Kürzeste Distanz zwischen dem Ursprung und 
der Grenzzustandsfunktion im standardisierten 
normalverteilten Raum
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Grundzüge der Zuverlässigkeitsanalyse

Li G d f k i d l il Z f ll i blLineare Grenzzustandsfunktion und normalverteilte Zufallsvariablen

Beispiel: Zuverlässigkeit eines Stahlstabes unter Zugbeanspruchung

Der Widerstand R

r

und die maximale jährliche Beanspruchung S
sind normalverteilt

350, 35R Rμ σ= =

40,200 == SS σμ s

21.05.2008 16



Statistik und Wahrscheinlichkeitsrechnung

Grundzüge der Zuverlässigkeitsanalyse

Lineare Grenzzustandsfunktion und normalverteilte Zufallsvariablen

Beispiel: Zuverlässigkeit eines Stahlstabes unter Zugbeanspruchung

Die Sicherheitsmarge ist daher normal verteilt mit 
den Parametern:den Parametern:

150200350 =−=Mμ 15.534035 22 =+=Mσ r150200350Mμ 5.53035Mσ

Der Zuverlässigkeitsindex berechnet sich zuβDer Zuverlässigkeitsindex berechnet sich zu

84.2
1553

150
==β 3104.2)84.2( −⋅=−Φ=FP

s
β
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Grundzüge der Zuverlässigkeitsanalyse

Die Fehlerfortpflanzung

I i l I i d i t di F hl f t flIn vielen Ingenieuranwendungen ist die Fehlerfortpflanzung von 
zentraler Bedeutung

Beispiele:

‐ Fehler aufgrund Produktionstoleranzen von Bauteileng

‐ Vermessungsfehler

‐ Labor‐Messfehler
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Grundzüge der Zuverlässigkeitsanalyse

Das Fehlerfortpflanzungsgesetz

Angenommen der Fehler    kann durch eine differenzierbare Funktion 
von Zufallsvariablen beschrieben werden

ε
von Zufallsvariablen beschrieben werden

( )hε = x T
nxxx ),..,,( 21=x Vektor der Realisationen von

Zufallsvariablen

mit Parametern
T

XXX ),..,,( μμμ=Xμ [ ]XXCov σσρ=XXX n
),..,,(

21
μμμXμ [ ]

ji XXijji XXCov σσρ=,

Standardabweichung
Korrelationskoeffizient

Die Idee ist          zu linearisieren:
g

( )( ) ( )
n fh x xε ∂

≅ +∑ xx Erste partielle Ableitung

( )f x
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Grundzüge der Zuverlässigkeitsanalyse

Das Fehlerfortpflanzungsgesetz

Wenn wir die Fehlerfunktion um den Mittelwert der Zufallsvariable 
linearisieren dann wird der Erwartungswert und die Varianz zu:linearisieren,  dann wird der Erwartungswert und die Varianz zu:
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i

n

i X
hh xε μ ∂

≅ + −
∂∑X
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ii X

i ix
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[ ] ( )E hε = μ[ ] ( )E hε = Xμ

[ ]
2

2( ) ( ) ( )n n nh h hV
⎛ ⎞⎛ ⎞ ⎛ ⎞∂ ∂ ∂⎜ ⎟⎜ ⎟ ⎜ ⎟∑ ∑ ∑x x x[ ] 2

1 1 1,

( ) ( ) ( )
i i jX ij X X

i i j j ii i j

Var
x x x

ε σ ρ σ σ
= = = ≠= = =

⎜ ⎟⎜ ⎟ ⎜ ⎟= +
⎜ ⎟ ⎜ ⎟∂ ∂ ⎜ ∂ ⎟⎝ ⎠ ⎝ ⎠⎝ ⎠

∑ ∑ ∑
X X Xx μ x μ x μ

D Mitt l t d di V i hä P kt
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der Linearisation ab.



Statistik und Wahrscheinlichkeitsrechnung

Grundzüge der Zuverlässigkeitsanalyse

Bsp. Fehlerfortpflanzung in einer Messung

Um die Strecke     (Strecke zwischen     und   ) zu bestimmen, 
werden und gemessen

c A B
a bwerden    und     gemessen.

B

a b

ac

A Cb

Aufgrund der Messunsicherheit der Messungen von     und     wird 
auch     eine Unsicherheit aufweisen. Wie hoch ist die 
Wahrscheinlichkeit dass grösser als 13 5 ist?

a b
c

c
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Grundzüge der Zuverlässigkeitsanalyse

Bsp. Fehlerfortpflanzung in einer Messung

Es wird angenommen, dass     und    als normalverteilte 
Zufallsvariablen modelliert werden können mit:

a b
Zufallsvariablen modelliert werden können mit:

2.12=aμ 1.5=bμ
B

ac

Mit diesen Angaben kann  

4.0=aσ 3.0=bσ
A C

a

bg

berechnet werden: 22 bac +=c

Die statistischen Charakteristiken von     können durch das 
Fehlerfortpflanzungsgesetz geschätzt werden.

c
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Grundzüge der Zuverlässigkeitsanalyse

Bsp. Fehlerfortpflanzung in einer Messung

[ ] 2 2
a bE c μ μ= +
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2 2 2

2 2 2 2
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Grundzüge der Zuverlässigkeitsanalyse

Nicht lineare Grenzzustandsfunktionen

Grenzzustandsfunktionen sind oft nicht linear

Wi i b i d F hl f t fl h h b i t ö li hWie wir bei der Fehlerfortpflanzung gesehen haben, ist es möglich
solche Grenzzustandsfunktionen zu linearisieren. Das Resultat hängt
jedoch vom Linearisations‐Punkt und von der Formulierung derj g
Grenzzustandsfunktion ab.
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Grundzüge der Zuverlässigkeitsanalyse

Nicht lineare Grenzzustandsfunktionen

Grenzzustandsfunktionen sind oft nicht linear
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Grundzüge der Zuverlässigkeitsanalyse

Nicht lineare Grenzzustandsfunktionen

12u 12u 12u 12u
Die Identifizierung des 
Zuverlässigkeitsindexes 
kann als Optimierungsproblem
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Grundzüge der Zuverlässigkeitsanalyse

Nicht lineare Grenzzustandsfunktionen

Das Optimierungsproblem kann durch 12u 12u 12u 12u
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Iterationsschritte:

Grundzüge der Zuverlässigkeitsanalyse
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5. Wiederhole ab Schritt 2) bis Konvergenz in ( )1 2, ,... nu βα βα βα=
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Grundzüge der Zuverlässigkeitsanalyse

Nicht lineare Sicherheitsmarge

Transformation
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Grundzüge der Zuverlässigkeitsanalyse

Nicht lineare Sicherheitsmarge

“Grenzzustands‐
funktion”

( )U R S
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( )g U R S= −
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Grundzüge der Zuverlässigkeitsanalyse

Nicht lineare Sicherheitsmarge

Startpunkt 1XStartpunkt X
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Grundzüge der Zuverlässigkeitsanalyse

Linearisation der Grenz‐
1

Nicht lineare Sicherheitsmarge

zustandsfunktion in  1X
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Grundzüge der Zuverlässigkeitsanalyse

Berechnung des neuen 
2

Nicht lineare Sicherheitsmarge

Linearisationspunktes 2X
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Grundzüge der Zuverlässigkeitsanalyse

Linearisation der Grenz‐
2

Nicht lineare Sicherheitsmarge

zustandsfunktion in 2X
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Grundzüge der Zuverlässigkeitsanalyse

Berechnung des neuen 
3

Nicht lineare Sicherheitsmarge

Linearisationspunktes  3X
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Grundzüge der Zuverlässigkeitsanalyse

Linearisation der Grenz‐
3

Nicht lineare Sicherheitsmarge

zustandsfunktion in 3X
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Grundzüge der Zuverlässigkeitsanalyse

Nicht lineare Sicherheitsmarge

β1=3.556

β2=3.607

β3=3.608

β4=3.608

Konvergenzkriterium 1n nβ β β ε+Δ ≤
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Konvergenzkriterium β β β εΔ = − ≤
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Grundzüge der Zuverlässigkeitsanalyse

Beispiel: Zuverlässigkeit eines Stahlstabes

Grenzzustandsfunktion
r

sarg )(x

Gren ustandsfunktion
Fliessgrenze

a

s

sarg −⋅=)(x

Querschnittfläche

Beanspruchung a

Es wird angenommen, dass         und     normal verteilte 
Zufallsvariablen sind:
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300,1500 == SS σμ

2,10 == AA σμ
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Grundzüge der Zuverlässigkeitsanalyse

Beispiel: Zuverlässigkeit eines Stahlstabes

Wir können nun die Grenzzustandsfunktion mit derWir können nun die Grenzzustandsfunktion mit der 
Variable      ausdrücken r
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u
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)())(()( +−++= SSSAAARRR uuuug μσμσμσ

r                      a                    s

200035300350350
)1500300()10)(35035(          

+++
+−++= SAR uuu

200035300350350u         R ++−+= ARSA uuuu
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B i i l Z lä i k i i S hl b

Grundzüge der Zuverlässigkeitsanalyse

Beispiel: Zuverlässigkeit eines Stahlstabes

Der Zuverlässigkeitsindex kann mittels Iteration ermittelt werden:β

( )g β∂
− α

Der Zuverlässigkeitsindex     kann mittels Iteration ermittelt werden:
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)())(()( +−++= SSSAAARRR uuuug μσμσμσ
350 350 300 35R A S R Aα α α βα α+ − +

Iteration Start 1 2 3 4 5
β 3.0000 3.6719 3.7399 3.7444 3.7448 3.7448
αR -0.5800 -0.5701 -0.5612 -0.5611 -0.5610 -0.5610
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200035300350350u          
)1500300()10)(35035(          

R ++−+=
+−++=

ARSA

SAR

uuuu
uuuR

αΑ -0.5800 -0.5701 -0.5612 -0.5611 -0.5610 -0.5610
αS 0.5800 0.5916 0.6084 0.6086 0.6087 0.6087
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Grundzüge der Zuverlässigkeitsanalyse

Monte Carlo Simulation

Lösung des Integrationsproblems:

l d k
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1. Realisationen des Vektors 
werden erzeugt
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2. Für jede Realisation wird die 
Grenzzustandsfunktion berechnet

3 Die Realisationen für welche die Zu
fa
lls
za
h 1

jz

ix3. Die Realisationen für welche die 
Grenzzustandsfunktion null oder 
weniger ist werden gezählt

Z

jx i

fn
ist eine Zufallszahl 
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4. Die Versagenswahrscheinlichkeit
wird geschätzt mit

f

n f

g g
0 und 1 verteilt

21.05.2008 41

m
p f

f =



Statistik und Wahrscheinlichkeitsrechnung

Grundzüge der Zuverlässigkeitsanalyse

Monte Carlo Simulation

zufällige Realisationen von  und     werden generiert und die 
Anzahl der Realisationen im Versagensraum werden gezählt
m R S

nAnzahl der Realisationen      im Versagensraum werden gezählt.

Die Versagenswahrscheinlichkeit pf ist dann gegeben durch:
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Die Versagenswahrscheinlichkeit pf ist dann gegeben durch:
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