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Poissonprozess
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Poissonprozess
Di W h h i li hk i k i E i i i i bDie Wahrscheinlichkeit von keinem Ereignis in einem gegebenen 
Zeitintervall

Homogener Poissonprozess

Inhomogener Poissonprozess ( ) exp ( )
t

P t dν τ τ
⎛ ⎞

= ⎜ ⎟∫

( ) ( )0 expP t tν= − ⋅

Inhomogener Poissonprozess. ( )0
0

exp ( )P t dν τ τ= −⎜ ⎟
⎝ ⎠

∫

Die kumulative Wahrscheinlichkeitsverteilungsfunktion der (Warte‐)Zeit 
bis zum ersten Ereignis T1

Homogener Poissonprozess
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Aufgabe 7.1
) D A ft t R i i i i G bi t i h lb ia) Das Auftreten von Regenereignissen in einem Gebiet innerhalb eines 

Jahres wird durch einen homogenen Poissonprozess  mit der 
durchschnittlichen Anzahl von Regenereignissen         per Zeiteinheit  t( )tν
angegeben, wobei t in Monaten gemessen wird und im Intervall [0,13] 
definiert ist.

( ) 2tν =( ) 2tν =

( )
!

n
u

n
uP t e−=

Bestimme die Wahrscheinlichkeit, dass 3. , 4. und  5. Monat 
k i R i i

( )
!n n

‐ kein Regenereignis 
‐ genau ein Regenereignis 
stattfindet. Es wird angenommen, dass die Regenereignisse einem 

17.04.2008 4

homogenen Poissonprozess mit der durchschnittlichen Anzahl 
Regenereignissen              folgen.( ) 2tν =
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Aufgabe 7.1
) B i di W h h i li hk i d 3 4 d 5 Ma) Bestimme die Wahrscheinlichkeit, dass 3. , 4. und  5. Monat 

‐ kein Regenereignis 
‐ genau ein Regenereignis 
stadtfindet. Es wird angenommen, dass die Regenereignisse einem 
homogenen Poissonprozess mit der durchschnittlichen Anzahl 
Regenereignissen              folgen.( ) 2tν = ng g g
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Aufgabe 7.1
b) D A ft t R i i i i G bi t i h lb ib) Das Auftreten von Regenereignissen in einem Gebiet innerhalb eines 

Jahres wird durch einen nicht homogenen Poissonprozess mit der 
durchschnittlichen  Anzahl von Regenereignissen         per Zeiteinheit  t( )tν

2      für 0 t 3
3

t⋅⎧ ≤ ≤⎪

angegeben, wobei t in Monaten gemessen wird und im Intervall [0,13] 
definiert ist.

3
( ) 2          für 3 < t 7

13 für 7 < t 13

t
t

ν

⎪
⎪

= ≤⎨
⎪ −⎪ ≤
⎩

   für 7  t 13
3

⎪ ≤
⎩

Hinweis: Für Prozesse die einem nicht homogenen Poissonprozess folgen wirdHinweis: Für Prozesse, die einem nicht homogenen Poissonprozess folgen, wird 
angenommen, dass    variabel mit der Zeit ist. Der Poisson‐Parameter  kann für 
jedes Zeitintervall (t1, t2) auf folgende Weise berechnet werden:

ν
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Aufgabe 7.1
Mittlere Auftretensrate ν (t) pro Zeiteinheit tMittlere Auftretensrate ν (t) pro Zeiteinheit t

ν(t)
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(t) = Zeitperiode, welche betrachtet wird
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Aufgabe 7.1

b) Berechne die Wahrscheinlichkeit, dass in den ersten
fünf Monaten drei oder mehr Regenereignisse
eintreffen.

2     für 0 t 3
3

( ) 2 für 3 < t 7

t

tν

⋅⎧ ≤ ≤⎪
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= ≤⎨
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Aufgabe 7.1

b) Berechne die Wahrscheinlichkeit, dass in den ersten
fünf Monaten drei oder mehr Regenereignisse
eintreffen.
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Bestimmung des Poisson Parameters 
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Aufgabe 7.1

b) Berechne die Wahrscheinlichkeit, dass in den ersten
fünf Monaten drei oder mehr Regenereignisse
eintreffen.
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Berechne die Wahrscheinlichkeit:
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Aufgabe 7.1

c) Wie gross ist die Wahrscheinlichkeit für das Eintreten von nicht mehr als
einem Regenereignis jeweils während der Monate 8, 9, 10 und der letzen 3
Monate.

( )P A ( )P B

Ereignis  A repräsentiert die Anzahl der Regenereignissen in den 
Monaten 8,9 und 10

( )P A ( )P B

Monaten 8,9 und 10 
Ereignis B repräsentiert die Anzahl der Regenereignissen in den 
Monaten 11,12 und 13 
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[ ] ( ) ( )P A B P A P B∩ = ⋅ Unabhängig!
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Aufgabe 7.1

c) Wie gross ist die Wahrscheinlichkeit für das Eintreten von nicht mehr als
einem Regenereignis jeweils während der Monate 8, 9, 10 und der letzen 3
Monate.

( )P A ( )P B( )P A ( )P B
Als Mittelwert des Poissonprozesses ergeben sich für die beiden 
Intervalle in denen die Ereignisse unabhängig sind zu 
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Aufgabe 7.1

c) Wie gross ist die Wahrscheinlichkeit für das Eintreten von nicht mehr als
einem Regenereignis jeweils während der Monate 8, 9, 10 und der letzen 3
Monate.

( )P A ( )P B( )P A ( )P B
0 1

4.5 4.5 24.5 4.5( ) [ (10) (7) 1] 6.11 10
0! 1!

P A P X X e e− − −= − ≤ = ⋅ + ⋅ = ⋅

0 1
1.5 1.51.5 1.5( ) [ (13) (10) 1] 0.558

0! 1!
P B P X X e e− −= − ≤ = ⋅ + ⋅ =
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2 2( ) 6.11 10 0.558 3.41 10P A B − −∩ = ⋅ ⋅ = ⋅
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Aufgabe 7.2

Eine Erdbebengefahrenkarte repräsentiert die Bodenbeschleunigung (m/s2) für
eine mittlere Wiederkehrperiode von 475 Jahren.

Seismic Shaking Hazards in SwitzerlandSeismic Shaking Hazards in Switzerland
Probabilistic Seismic Hazards Assessment

10% probability of being exceeded 
in 50 years

www.earthquake.ethz.ch
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Aufgabe 7.2

Eine Erdbebengefahrenkarte repräsentiert die Bodenbeschleunigung (m/s2) für
eine mittlere Wiederkehrperiode von 475 Jahren.

a) Zeigen Sie, dass die 
Wiederkehrperiode von 475 Jahren 
einer Überschreitungswahrscheinlichkeiteiner Überschreitungswahrscheinlichkeit
von 10% in 50 Jahren entspricht.

b) Wie gross ist die Wahrscheinlichkeit

Seismic Shaking Hazards in Switzerland

b) Wie gross ist die Wahrscheinlichkeit,
dass ein Beben mit einer 
Wiederkehrperiode von 475 Jahren 
t t ä hli h i h lb d 475 J h ft itt? Seismic Shaking Hazards in Switzerland

Probabilistic Seismic Hazards Assessment
10% probability of being exceeded 

in 50 years
www.earthquake.ethz.ch

tatsächlich innerhalb der 475 Jahre auftritt?

Es wird angenommen, dass das Auftreten der Erdbeben 
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einem Poissonprozess folgt.
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Aufgabe 7.2

Was ist gegeben?
Erdbebengefahrenkarte für eine Wiederkehrperiode von 475 Jahren.
Auftreten der Erdbeben folgt einem Poissonprozess.g p
Auftretenswahrscheinlichkeit liegt bei 10% in 50 Jahren.

Das heisst: Die 10%ige Wahrscheinlichkeit eines Überschreitens (einerDas heisst: Die 10%ige Wahrscheinlichkeit eines Überschreitens (einer 
gewissen Bodenbeschleunigung) in 50 Jahren entspricht der jährlichen 
Wahrscheinlichkeit, dass 1 von 475 Erdbeben pro Jahr den Wert überschreitet 
(90% Wahrscheinlichkeit dass die Bodenbeschleunigung nicht überschritten(90% Wahrscheinlichkeit, dass die Bodenbeschleunigung nicht überschritten 
wird).

) B täti di B i ha)  Bestätige diese Beziehung
Ereignis mit einer Wiederkehrperiode von 475 Jahren = Ereignis mit einer 
10%igen Wahrscheinlichkeit in 50 Jahren

17.04.2008 16

b)  Wie hoch ist die Wahrscheinlichkeit, dass ein Erdbeben mit einer 
Wiederkehrperiode von 475 Jahren in den nächsten 475 Jahren auftritt?
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Aufgabe 7.2

a)  Bestätige diese Beziehung
Ereignis mit einer Wiederkehrperiode von 475 Jahren = Ereignis mit einer 
10%igen Wahrscheinlichkeit in 50 Jahreng

Wiederkehrperiode = 475 Jahre 

jährliche Auftretenswahrscheinlichkeit: (Siehe Skript Gleichung D.60)

Durchschnittliche Zeit bis zu einem Auftreten:

1 1
475

p
T

= =

1 1[ ] 475E T u= = = =Durchschnittliche Zeit bis zu einem Auftreten:
(Siehe Skript Gleichung D.59)

Die Zeit zwischen poissonverteilten Prozessen ist exponentialverteilt

[ ] 4751
475

E T u
p

Die Zeit zwischen poissonverteilten Prozessen ist exponentialverteilt. 
(Siehe Skript Gleichung D.64) 

17.04.2008 17



Statistik und Wahrscheinlichkeitsrechnung

Aufgabe 7.2

a)  Bestätige diese Beziehung
Ereignis mit einer Wiederkehrperiode von 475 Jahren = Ereignis mit einer 
10%igen Wahrscheinlichkeit in 50 Jahreng

Der Erwartungswert einer exponentiell verteilten Zufallsvariable T ist gegeben 
als: 1 1als:

Die Wahrscheinlichkeit P (50) dass Ereignis A in 50 Jahren auftritt kann

[ ]E T
ν

= =
1
475

[ ]E T
ν = =

1 1
475

Die Wahrscheinlichkeit PA(50), dass Ereignis A in 50 Jahren auftritt, kann 
folgendermassen berechnet werden:

1 0

(Skript Gleichung D.65)

[ ]
1 50

47550 1 1 10%tP T Jahren e eν − ⋅− ⋅≤ = − = − =
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Aufgabe 7.2

b) Wie hoch ist die Wahrscheinlichkeit, dass ein Erdbeben mit einer 
Wiederkehrperiode von 475 Jahren in den nächsten 475 Jahren auftritt?

Die Wahrscheinlichkeit PA(475), dass Ereignis A in 475 Jahren auftritt, kann 
folgendermassen berechnet werden:

[ ]
1 475 1475475 1 1 1 63.2%tP T Jahren e e eν − ⋅− ⋅ −≤ = − = − = − =[ ]
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Aufgabe 7.3

Es wird angenommen, dass der jährliche maximale Abfluss X eines bestimmten 
Flusses einer Gumbelverteilung folgt, mit dem Mittelwert      =10‘000 m3/s und der 
Standardabweichung       =3‘000 m3/s. 

Xμ
Xσg

a) Berechne die Wahrscheinlichkeit, dass der jährliche maximale Abfluss 15‘000 
m3/s übersteigt.

X

m /s übersteigt.

b) Wie gross ist der jährliche maximale Abfluss, welcher einer 
Wiederkehrperiode von 100 Jahren entspricht?Wiederkehrperiode von 100 Jahren entspricht?

c) Finde die kumulative Verteilungsfunktion, welche den jährlichen maximalen 
Abfl d Fl üb i Z it 20 J h b h ibt E i dAbfluss des Flusses über einen Zeitraum von 20 Jahren beschreibt. Es wird 
angenommen, dass die jährlichen Maxima unabhängige Zufallsvariablen sind. 
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d) Wie hoch ist die Wahrscheinlichkeit, dass der 20‐jährige maximale Abfluss 
15‘000 m3/s überschreitet?
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Aufgabe 7.3

Es wird angenommen, dass der jährliche maximale Abfluss X eines bestimmten 
Flusses einer Gumbelverteilung folgt, mit dem Mittelwert      =10‘000 m3/s und der 
Standardabweichung       =3‘000 m3/s. 

Xμ
Xσg

Hinweis: Die Gumbelverteilungsfunktion hat nachfolgende Form:

X

( )( )( ) exp exp ( )X

x

F x x uα

−∞ < < ∞

= − − − MittelwertXμ −( )( )( ) exp exp ( )

0.577216
X

X

F x x u

u

α

μ
α

= +
Standardabweichung
Parameter der Verteilung

X

X

u
σ −

−

6X

α
πσ

α
=

g
Parameter der Verteilungα −
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(Skript Tabelle D.2)



Statistik und Wahrscheinlichkeitsrechnung

Aufgabe 7.3

a) Berechne die Wahrscheinlichkeit, dass der jährliche maximale Abfluss 15‘000 
m3/s übersteigt.

( )

( ) ( )15'000

[ 15'000] 1 15'000 1
ueP jäh li h M F

α− −−>

( )( )( ) exp exp ( )XF x x uα= − − −

( )[ 15'000] 1 15'000 1 e
XP jährliches Max F x e> = − = = −
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Aufgabe 7.3

a) Berechne die Wahrscheinlichkeit, dass der jährliche maximale Abfluss 15‘000 
m3/s übersteigt.

( )

( ) ( )15'000

[ 15'000] 1 15'000 1
ueP jäh li h M F

α− −−>

( )( )( ) exp exp ( )XF x x uα= − − −

Parameter u und α ermitteln:

( )[ 15'000] 1 15'000 1 e
XP jährliches Max F x e> = − = = −

Parameter u und α ermitteln:

44.2752 10
6 3'000 6

π πα −= = = ⋅0.577216
X uμ = +

4

6 3'000 6
0.57722 0.5772210'000 8'649.809

4 2752 10

x

xu

σ

μ
α −= − = − =

6

X

X

α
πσ =
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4.2752 10α ⋅6α
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Aufgabe 7.3

a) Berechne die Wahrscheinlichkeit, dass der jährliche maximale Abfluss 15‘000 
m3/s übersteigt.

44.2752 10
8'649.809u

α −=
=( ) ( )15'000

1 15'000 1
ue

XF x e
α− −−− = = −

( ) ( )44.2752 10 15'000 8'649.81−− ⋅ −

( ) ( )4.2752 10 15 000 8 649.81

2.715

1 15'000 1

1 1 0 9359 0 0641

e
X

e

F x e
−

−

−

− = = −

1 1 0.9359 0.0641ee= − = − =

Die Wahrscheinlichkeit dass die jährliche maximale Überschwemmung 15‘000 m3/s
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Die Wahrscheinlichkeit, dass die jährliche maximale Überschwemmung 15 000 m3/s
überschreitet, beträgt 0.0641.
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Aufgabe 7.3

b) Wie gross ist der jährliche maximale Abfluss, welcher einer 
Wiederkehrperiode von 100 Jahren entspricht?

Wiederkehrperiode = 100 Jahre 

jährliche Auftretenswahrscheinlichkeit: (Siehe Skript Gleichung D.60)
1 1p = =jährliche Auftretenswahrscheinlichkeit: (Siehe Skript Gleichung D.60)100

p
T

( )1 [ ]P jährliches Max x F x− > =

( )11
100 XF x− =

( )1 [ ] XP jährliches Max x F x− > =

( )
100
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.

Aufgabe 7.3

b) Wie gross ist der jährliche maximale Abfluss, welcher der Wiederkehrperiode 
von 100 Jahren entspricht?

1 ( ) ( )

( )( )

11 0.99
100

ln ln 0 99

x ue
XF x e

α− −−− = = =

−
( )( ) ( ) ( )( )

( )( )

ln ln 0.99
ln ln 0.99

ln ln 0.99
8649 809 10' 60 08 8'649 809

x u u xα
α

⇔ − = − − ⇔ + =
−

− ( )( )
4 8649.809 10'760.08 8'649.809

4.2752 10
19'409.889

x x

x

−⇔ + = ⇔ + =
−

⇔ =

Die Überschwemmung, welche der Wiederkehrperiode von 100 Jahren
entspricht, ist 19‘410 m3/s
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Aufgabe 7.3

c) Finde die kumulative Verteilungsfunktion, welche den jährlichen maximalen 
Abfluss des Flusses über einen Zeitraum von 20 Jahren beschreibt. Es wird 
angenommen, dass die jährlichen Maxima unabhängige Zufallsvariablen sind.g , j g g

( ) [ ] ( ) ( )( ) ( )2020 20x u x ue e
Y XF y P Y y F x e e

α α− − − −− −= ≤ = ⎡ ⎤ = =⎣ ⎦
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Aufgabe 7.3

d) Wie hoch ist die Wahrscheinlichkeit, dass der 20‐jährige maximale Abfluss 
15‘000 m3/s überschreitet?

4

( ) ( )44.2756 10 15'000 8'649.8120 1.3241 15'000 1 1 1 0.266 0.734e
YF e e

−− ⋅ −− −− = − = − = − =

Die Wahrscheinlichkeit, dass die 20‐jährige maximale Überschwemmung 15‘000 m3/s
überschreitet, beträgt 0.734.
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Aufgabe 7.5 Gruppenaufgabe

Gegeben sei ein Quader, bei welchem die Kanten a, b und f gemessen wurden. Die 
Messungen beinhalten einen Messfehler, welcher als    bezeichnet wird. Es wird 
angenommen, dass der Fehler  normalverteilt ist. Die Standardabweichung des 

ε
g , g

Fehlers ist     . εσ

d
f

a
c
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Aufgabe 7.5 Gruppenaufgabe

d f

a
c

f

a) Stelle die Wahrscheinlichkeitsdichtefunktion des Fehlers für d auf wenn d mit

a
b

a) Stelle die Wahrscheinlichkeitsdichtefunktion des Fehlers für d auf, wenn d mit 
Hilfe der Messungen in a, b und f berechnet wird.

b) W di M d b B h d t db) Wenn die Messungen von a und b zur Berechnung von c verwendet werden, 
wie gross ist die Wahrscheinlichkeit, dass der Fehler in c grösser als            ist?2.4 εσ⋅
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Aufgabe 7.5 Gruppenaufgabe
a) Stelle die Wahrscheinlichkeitsdichtefunktiona) Stelle die Wahrscheinlichkeitsdichtefunktion 

des Fehlers für d auf, wenn d mit Hilfe der 
Messungen in a, b und f berechnet wird. d f

a
c

b
1. Schritt: Nehme an, dass sich der Fehler in d fortsetzt gemäss Pythagoras. 

2. Schritt: Mit einer Standardisierung kommt man auf eine Chi‐verteilteg
Zufallsvariable Z (überlege: Was ist der Mittelwert eines Fehlers?).

3. Schritt: Wahrscheinlichkeitsdichtefunktion fZ(z) der Zufallsvariable Z: (E.4) im3. Schritt: Wahrscheinlichkeitsdichtefunktion fZ(z) der Zufallsvariable Z: (E.4) im 
Skript.
Eigenschaften der Gammaverteilung: (1 / 2)  and ( 1) ( )a a aπΓ = Γ + = Γ
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4. Schritt: Wahrscheinlichkeitsdichtefunktion von εd: (D.42) im Skript.
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Aufgabe 7.5 Gruppenaufgabe
b) Wenn die Messungen von a und b zurb) Wenn die Messungen von a und b zur 

Berechnung von c verwendet werden, wie 
gross ist die Wahrscheinlichkeit, dass der 
F hl i ö l i t?

d f
2 4Fehler in c grösser als            ist?

a
c

b

2.4 εσ⋅

1. Schritt: Nehme an, dass sich der Fehler in c fortsetzt gemäss Pythagoras. 

2. Schritt: Mit einer Standardisierung kommt man auf eine Chi‐verteilteg
Zufallsvariable Z.

3. Schritt: Wahrscheinlichkeitsdichtefunktion fZ(z) der Zufallsvariable Z: (E.4) im3. Schritt: Wahrscheinlichkeitsdichtefunktion fZ(z) der Zufallsvariable Z: (E.4) im 
Skript.

4 Schritt: Wahrscheinlichkeit berechnen dass der Fehler in c grösser wird als

Siehe dazu folgende Eigenschaft der Gammaverteilung: (1) 1Γ =

2 4 σ
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4. Schritt: Wahrscheinlichkeit berechnen, dass der Fehler in c grösser wird als            
Hinweis:

2.4 εσ⋅
( 2.4 ) ( 2.4)d

dP Pε
ε

ε
ε σ

σ
> = >


