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A f b 11 1Aufgabe 11.1

Ein Junge will ein Computerspiel kaufen, das erst in Kürze in den Läden erhältlich
sein wird. Der Preis des Computerspieles wurde noch nicht bekannt gegeben, aber
basierend auf verschiedenen Informationen nimmt er an, dass der Preis durch einebas e e d au e sc ede e o a o e e a , dass de e s du c e e
Normalverteilung mit μ = 50 CHF, σ = 10 CHF beschrieben werden kann.
Der Junge verfügt momentan über 20 CHF, und er erwartet, dass er bis zum
Erscheinen des Computerspieles noch Taschengeld von seinen Eltern bekommt ErErscheinen des Computerspieles noch Taschengeld von seinen Eltern bekommt. Er
geht davon aus, dass der Taschengeldbetrag durch eine Normalverteilung mit μ =
20 CHF, σ = 5 CHF beschrieben werden kann.

Berechne die Wahrscheinlichkeit, dass es ihm nichtmöglich ist, das Computerspiel
zu kaufen, wenn dieses in den Läden erhältlich sein wird.
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A f b 11 1
Stelle die “Grenzzustandsfunktion” auf.

Aufgabe 11.1

Preis des Computerspieles:Zufallsvariable    
Taschengeld:  Zufallsvariable 

X
Y

sei eine weitere Zufallsvariable und ist wie folgt definiert:

20Z Y X+

Z

Wenn             , dann kann er das Computerspiel kaufen, sonst nicht.

20Z Y X= + −

0Z >

Folglich kann die Wahrscheinlichkeit, dass er das Videospiel nicht kaufen kann, wie 
folgt beschrieben werden:

D P bl Wi b ti i h di W h h i li hk it?

P[ 20 0]Z Y X= + − <
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Das Problem: Wie bestimme ich diese Wahrscheinlichkeit?
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B h d W h h i li hk it
… durch Integration: 

Berechnung der Wahrscheinlichkeit
g

S

P[ ] ( )XX I f x dx∈ = ∫ P[ ] ( )S f d∈ = ∫ XX x x
I

Die Wahrscheinlichkeit eines Ereignisses wird berechnet, indem die 
Wahrscheinlichkeitsdichtefunktion über den entsprechenden Abschnitt 

[ ] ( )XI
f∫ P[ ] ( )

S
S f d∈ ∫ XX x x
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p
integriert wird.
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A f b 11 1
Vor dem Integrieren wird die Grenzzustandsfunktion mit den standardnormal

Aufgabe 11.1
g

verteilten Variablen transformiert:

(50,10)X N∼ 50 10 , (0,1)X U U N= + ∼

(20,5)Y N∼

, ( , )

20 5 , (0,1)Y V V N= + ∼

Die Grenzzustandsfunktion lautet demzufolge:

20Z Y X+20
20 (20 5 ) (50 10 )
5 10 10

Z Y X
V U

V U

= + −
= + + − +

Wir suchen jedoch  die Wahrscheinlichkeit:

5 10 10V U= − −
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j

[ 5 10 10 0]P Z V U= − − <
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A f b 11 1Aufgabe 11.1
[ 5 10 10 0] ( ) ( )P Z V U u v dudvφ φ= − − < = ∫5 10 10 0
[ 5 10 10 0] ( ) ( )

v u
P Z V U u v dudvφ φ

− − <
< ∫

5 10 10 0v u− − <
Darstellung

5 10 10 0v u− − <

Darstellung
2
5

d =

2D3D

Drehung2s > −

ist kürzester Abstand 
zum Ursprung
d

5
s >
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A f b 11 1Aufgabe 11.1
[ 5 10 10 0] ( ) ( )P Z V U u v dudvφ φ= − − < = ∫

Integration

5 10 10 0
[ 5 10 10 0] ( ) ( )

v u
P Z V U u v dudvφ φ

− − <
< ∫

Drehung2 eg a o

2/ 5
[ 5 10 10 0] ( )

( / )

P Z V U s dsφ
∞

−
= − − < = ∫

Drehung2
5

s > −

1 ( 2 / 5)
0.89

= −Φ −
=

Die Wahrscheinlichkeit,  dass es ihm 
nichtmöglich ist, das Computerspiel

2
5

s > −

zu kaufen, wenn dieses in den Läden 
erhältlich sein wird beträgt 0.89.
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A f b 11 1
Das Ziel ist, die Wahrscheinlichkeit des Ereignisses(ausgedrückt mit der 
G d f k i ) b h

Aufgabe 11.1

Grenzzustandsfunktion) zu berechnen.

1) Grenzzustandsfunktion mit standardnormalverteilter Zufallsvariable 
transformieren (das ist erlaubt, da eine lineare Funktion einer normalverteilten 
Variable ebenfalls normalverteilt ist).

2) Achsen drehen (das ist erlaubt, weil die Wahrscheinlichkeitsdichtefunktion 
einer normalverteilten Variable symmetrisch ist).

3) Wahrscheinlichkeit berechnen (das ist möglich, weil die Grenzzustandsfunktion 
linear ist).

Was wäre wenn eine Zufallsvariable nicht normalverteilt ist?  
‐> Wird im Rahmen dieser Vorlesung nicht behandelt.

W ä di G t d f kti i ht li i t?
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Was wäre wenn die Grenzzustandsfunktion nicht linear ist?
‐> das wird im Folgenden gelöst…



Statistik und Wahrscheinlichkeitsrechnung

A f b 11 2Aufgabe 11.2

Wie in der Aufgabe 11.1 ersichtlich, kann die Versagenswahrscheinlichkeit durch 
eine Grenzzustandsfunktion beschrieben werden. Seien X1 und X2 durch eine 
Standardnormalverteilung beschrieben, und die Grenzzustandsfunktion sei S a da d o a e e u g besc ebe , u d d e e us a ds u o se
beschrieben als:

2
1 2 1 2( , ) 2( 1) 3g X X X X= − + −

Berechne die Versagenswahrscheinlichkeit: 1 2[ ( , ) 0]P g X X <
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A f b 11 2Aufgabe 11.2
Linearisieren der Grenzzustandsfunktion

Gebiet des Integrals
Linearisieren der Grenzzustandsfunktion

In welchem Punkt???

In dem Punkt auf g der den
x2

2
2 12( 1) 3x x= − − +

In dem Punkt auf g, der den 
geringsten Abstand zum Nullpunkt 
aufweist.

1 2( , ) 0g x x <

Warum???

Weil die Wahrscheinlichkeit in diesem

0 x1

1 2( , ) 0g x x <
Punkt am meisten zur tatsächlichen 
gesamten Wahrscheinlichkeit beiträgt.

Linearisieren (Taylor‐Entwicklung erster Ordnung) wird in demjenigen Punkt auf
g durchgeführt, der den geringsten Abstand zum Nullpunkt aufweist.

28.05.2008 11
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A f b 11 2Aufgabe 11.2

Ein einfaches Vorgehen:

Der Abstand zwischen (x1,x2) und (0,0):      
x2

e bsta d sc e (x1,x2) u d (0,0):
2

2 12( 1) 3x x= − − +

( )

2 2
1 2

22 22( 1) 3

d x x

x x

= +

= + +
1 2( , )x x

1 2( , ) 0g x x <

( )1 12( 1) 3x x= + − − +

d

0 x1

0 22
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x1

‐0.22

0.22
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A f b 11 2Aufgabe 11.2

Man bestimmt den nächsten Punkt und dessen Abstand zum Nullpunkt.

x2 0.22s > −

( 0.22,0.02)−

0.22d =

drehen

0 x1

[ ( ) 0] [ 0 22]P X X P S< >1 2[ ( , ) 0] [ 0.22]
1 ( 0.22)
0.587

P g X X P S< = > −
= −Φ −
=
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A f b 11 2
Eine andere Art: FORM

Aufgabe 11.2

Iterative Bestimmung des Punktes mit geringstem Abstand. Verständnis grafisch:

Wo ist der nächste Punkt?
1 2( , )g x x

x2

Bemerkung:

1 2( , )g x x

1

2

βα
βα
⎛ ⎞
⎜ ⎟
⎝ ⎠βα⎛ ⎞

11 ||

g
xα
∂⎛ ⎞

⎜ ⎟∂⎛ ⎞ ⎜ ⎟⎜ ⎟ ⎜ ⎟
90o

1

2

βα
βα
⎛ ⎞
⎜ ⎟
⎝ ⎠

1

2

α
α
⎛ ⎞
⎜ ⎟
⎝ ⎠

2β⎝ ⎠

α⎛ ⎞

1

2

βα
βα
⎛ ⎞
⎜ ⎟
⎝ ⎠ 2

2

||
g
x

α
⎜ ⎟⎜ ⎟ ⎜ ⎟∂⎝ ⎠
⎜ ⎟∂⎝ ⎠

und      erhält man durch:
1

2

α
α
⎛ ⎞
⎜ ⎟
⎝ ⎠

1

2

α
α
⎛ ⎞
⎜ ⎟
⎝ ⎠

1 2( , ) 0g βα βα =

β

28.05.2008 14

0
1 2( , ) 0g βα βα

x1
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A f b 11 2
Vorgehen

Aufgabe 11.2

1 1
1

4 4 4 4g x
x

βα∂
= − = −

∂

g∂

2

1g
x
∂

=
∂

2( ) 0 2( 1) 3 0g βα βα βα βα= ⇔ − + − =1 2 1 2

1 1 2

( , ) 0 2( 1) 3 0
1

2 4

g βα βα βα βα

β
βα α α

= ⇔ + =

⇔ =
− +

Start 1 2 3 4 5

β ‐1.00000 ‐0.26800 ‐0.21584 ‐0.22058 ‐0.22013 ‐0.22017

α1 0.60000 0.97758 0.97935 0.97951 0.97950 0.97950

α2 ‐0.60000 ‐0.21054 ‐0.20218 ‐0.20138 ‐0.20144 ‐0.20143
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1 2[ ( , ) 0] ( ) (0.22) 0.587P g X X β< = Φ − = Φ =

0.60000 0.21054 0.20218 0.20138 0.20144 0.20143
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Aufgabe 11.3

Ein Unternehmen plant den Bau einer Fabrik in einer Wüste. Um die Produktion zu 
gewährleisten, werden 100 Kiloliter Wasser am Tag benötigt. Es bestehen zwei 
Möglichkeiten, dies zu realisieren:ög c e e , d es u ea s e e

A1: Bohren eines Brunnens vor Ort
A2: Bau einer Pipeline zur Wasserversorgung

Die Pipeline kann für 100 Mio CHF realisiert werden Der Bau eines BrunnensDie Pipeline kann für 100 Mio. CHF realisiert werden. Der Bau eines Brunnens 
kostet 10 Mio. CHF. Es kann jedoch nicht garantiert werden, dass der Brunnen 
ausreichend Wasser führt. 

a)  Aus Erfahrungen früherer Projekte mit 
ähnlichen geologischen Voraussetzungen 
kann geschlossen werden, dass ein Brunnen g ,
mit einer Wahrscheinlichkeit von 40% 
ausreichend Wasser führen wird. Für welche 
Aktion sollten sich die Geschäftsführer

28.05.2008 16

Aktion sollten sich die Geschäftsführer 
dieses Unternehmens entscheiden?
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Aufgabe 11.3
A Priori Analyse

[ ]2´ 0.40P θ =

A‐Priori Analyse 70Brunnen

[ ]
1A

[ ]1´ 0.60P θ =

100

[ ]´ 1.0P θ =
2A

[ ] [ ] [ ] [ ]{ }1 2min 110 10; 100E u P P Pθ θ θ′ ′ ′ ′= ⋅ + ⋅ ⋅ =

100

{ }min 0.6 110 0.4 10; 1.0 100⋅ + ⋅ ⋅ =70 Mio. CHF

Die Aktion     würde mit den gegebenen A‐Priori Wahrscheinlichkeiten 1A
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geringere Kosten verursachen. Also sollte der Ingenieur sich für die 
Erschliessung eines Brunnens vor Ort entscheiden. 
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Aufgabe 11.3

b)  Die Kapazität des Brunnens kann durch eine Probebohrung geschätzt 
werden. Diese Bohrung verursacht Kosten von 1 Mio. CHF. Das Verfahren 
der Probebohrung liefert drei unterschiedliche Indikatoren bezüglich der de obebo u g e e d e u e sc ed c e d a o e be üg c de
Kapazität. Die Wahrscheinlichkeitstabelle für dieses Verfahren ist 
gegeben.

Die erste Probebohrung ergibt eine Indikation    . 
Sollte der Brunnen zur Wasserversorgung gebohrt werden?

2I

Kapazität des Brunnens

Indikator θ : < 100 kl θ :> 100 klIndikator θ1 : < 100 kl θ2 :> 100 kl

I1: Kapaziät >105 kl 0.1 0.8

I : 95 kl < Kapaziät <105 kl 0 2 0 1

28.05.2008 18

I2 : 95 kl < Kapaziät <105 kl 0.2 0.1

I3 : Kapaziät <  95 kl 0.7 0.1
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Aufgabe 11.3
Posterior AnalysePosterior Analyse 
Durch eine Probebohrung können wir nun unsere Priorwahrscheinlichkeiten 
aktualisieren – Dazu verwenden wir den Satz von Bayes. 

1 1

( ) ( | )
( | ) ( )

( ) ( | ) ( ) ( | ) ( )n n

P X E P E X
P X E P X

P E P E X P X P E X P X
∩

= =
+

Likelihood

Posterior Wahrscheinlichkeit

2 1
1 2 1

2 1 1 2 2 2

( | )
''( | ) '( )

( | ) ( ) ( | ) ( )
P I

P I P
P I P P I P

θ
θ θ

θ θ θ θ
=

+

2 2
2 2 2

( | )
''( | ) '( )

P I
P I P

θ
θ θ=

aktualisierte Priorwahrscheinlichkeit
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2 2 2
2 1 1 2 2 2

( | ) ( )
( | ) ( ) ( | ) ( )

P I P
P I P P I P

θ θ
θ θ θ θ

=
+
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Aufgabe 11.3
Posterior AnalysePosterior Analyse 

Kapazität des Brunnens

Indikator θ1 :< 100 kl θ2 : > 100 kl

I : Kapaziät >105 kl 0 1 0 8I1: Kapaziät >105 kl 0.1 0.8

I2 : 95 kl < Kapaziät <105 kl 0.2 0.1

I3 : Kapaziät <  95 kl 0.7 0.1

1 2
0.2

( | ) 0.6 0.75
0.2 0.6 0.1 0.4

P Iθ = ⋅ =
⋅ + ⋅

2 2
0.1

( | ) 0.4 0.25
0.2 0.6 0.1 0.4

P Iθ = ⋅ =
⋅ + ⋅
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Aufgabe 11.3 
Posterior Analyse

[ ]2´́ 0.25P θ =
Posterior Analyse  Brunnen

1A

Ergebnis der 
Probebohrung ist 

j t t b k t

[ ]1´́ 0.75P θ =

Pipeline

jetzt bekannt
[ ]´́ 1.0P θ =

2A

[ ] [ ] [ ] [ ]{ }1 2'' min '' (10) '' (100 10); '' 100E u P P Pθ θ θ= ⋅ + ⋅ + ⋅ ={ }
{ }min 0.25 10 0.75 110; 1.0 100⋅ + ⋅ ⋅ =85 Mio. CHF

Mi di I dik i d P h h i di Ak i l diA
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Mit dieser Indikation aus dem Pumpversuch erscheint die Aktion     als die 
günstigere und sollte folglich gewählt werden. 

1A



Statistik und Wahrscheinlichkeitsrechnung

Aufgabe 11.3 

c)  Entscheide, ob überhaupt eine Probebohrung durchgeführt werden sollte.) p g g

Betrachten wir dazu zunächst den Entscheidungsbaum.
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Aufgabe 11.3
Prä Posterior AnalysePrä‐Posterior Analyse

Pipeline
b b h

Brunnen

Pipeline
Probebohrung

100

?

I3I100 70

[ ]3P I [ ]2P I
[ ]1P I

1I
2I

3

1A2A 1A2A 1A2A

[ ]1 3´́ |P Iθ [ ]2 3´́ |P Iθ [ ]1 2´́ |P Iθ [ ]2 2´́ |P Iθ [ ]1 1´́ |P Iθ [ ]2 1´́ |P Iθ
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[ ]3´́ |P Iθ [ ]2´́ |P Iθ

[ ] [ ]

[ ]1´́ |P Iθ
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Aufgabe 11.3 
Prä Posterior Analyse

Zuerst benötigen wir die Wahrscheinlichkeit dass die

Prä‐Posterior Analyse

Zuerst benötigen wir die Wahrscheinlichkeit, dass die 
Probebohrung als Indikator  oder     liefert.1 2,I I 3I

[ ]

1I
2I

3I

[ ]3P I [ ]3P I [ ]1P I
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Aufgabe 11.3 
Prä Posterior Analyse

[ ] [ ] [ ] [ ] [ ]1 1 1 1 1 2 2' | | 0.1 0.6 0.8 0.4 0.38P I P I P P I Pθ θ θ θ= ⋅ + ⋅ = ⋅ + ⋅ =
Prä‐Posterior Analyse

[ ] [ ] [ ] [ ] [ ]2 2 1 1 2 2 2' | | 0.2 0.6 0.1 0.4 0.16P I P I P P I Pθ θ θ θ= ⋅ + ⋅ = ⋅ + ⋅ =

[ ] [ ] [ ] [ ] [ ][ ] [ ] [ ] [ ] [ ]3 3 1 1 3 2 2' | | 0.7 0.6 0.1 0.4 0.46P I P I P P I Pθ θ θ θ= ⋅ + ⋅ = ⋅ + ⋅ =

1I
2I

3I

[ ]3´P I [ ]3´P I [ ]1´P I
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Aufgabe 11.3 
Prä Posterior Analyse
Jetzt müssen wir unsere Posteriori Wahrscheinlichkeiten der Zustände für jede 
Indikation berechnen.

Prä‐Posterior Analyse

1I
1 1 1

1 1
( | ) ( ) 0.1 0.6 0.06( | ) 0.158

( ) 0 38 0 38
P I PP I θ θθ

′⋅ ⋅′′ = = = =
′

1A2A

1 1
1

( | )
( ) 0.38 0.38P I′

1 2 2( | ) ( ) 0.8 0.4 0.32( | ) 0 842P I PP I θ θθ
′⋅ ⋅′′

[ ] [ ]

1 2 2
2 1

1

( | ) ( )( | ) 0.842
( ) 0.38 0.38

P I
P I

θ′′ = = = =
′

[ ]1´́ |P Iθ

[ ]1 1´́ |P Iθ [ ]2 1´́ |P Iθ
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Aufgabe 11.3 
Prä Posterior AnalysePrä‐Posterior Analyse

2 1 1
1 2

( | ) ( ) 0.2 0.6 0.12( | ) 0.75
( ) 0 16 0 16

P I PP I
P I
θ θθ

′⋅ ⋅′′ = = = =
′

2I

2( ) 0.16 0.16P I

2 2 2( | ) ( ) 0.1 0.4 0.04( | ) 0 25P I PP I θ θθ
′⋅ ⋅′′ = = = = 1A2A

2 2
2

( | ) 0.25
( ) 0.16 0.16

P I
P I

θ = = = =
′

[ ] [ ]

[ ]2´́ |P Iθ

[ ]1 2´́ |P Iθ [ ]2 2´́ |P Iθ
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Aufgabe 11.3 
Prä Posterior AnalysePrä‐Posterior Analyse

3I
3 1 1

1 3
( | ) ( ) 0.7 0.6 0.42( | ) 0.913

( ) 0 46 0 46
P I PP I

P I
θ θ

θ
′⋅ ⋅′′ = = = =

′

1A2A

3( ) 0.46 0.46P I′

3 2 2
2 3

( | ) ( ) 0.1 0.4 0.04( | ) 0.087
( )

P I PP I θ θ
θ

′⋅ ⋅′′ = = = =
′

[ ] [ ]

2 3
3

( | )
( ) 0.46 0.46P I′

[ ]3´́ |P Iθ

[ ]1 3´́ |P Iθ [ ]2 3´́ |P Iθ
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[ ] [ ]{ }

Aufgabe 11.3 
Prä‐Posterior Analyse

[ ] [ ]{ }1 1 1 2 1| min ( | ) 110 ( | ) 10; 100E u I P I P I Pθ θ θ′′ ′′ ′′ ′= ⋅ + ⋅ ⋅

[ ] [ ]{ }2 1 2 2 2| min ( | ) 110 ( | ) 10; 100E u I P I P I Pθ θ θ′′ ′′ ′′ ′= ⋅ + ⋅ ⋅[ ] [ ]{ }2 1 2 2 2| ( | ) ( | )

[ ] [ ]{ }3 1 3 2 3| min ( | ) 110 ( | ) 10; 100E u I P I P I Pθ θ θ′′ ′′ ′′ ′= ⋅ + ⋅ ⋅

E´´[u | I1]E´´[u | I2 ]E´´[u | I3 ]
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Aufgabe 11.3
Prä‐Posterior Analyse

[ ] { }1| min 0.16 110 0.84 10; 1.0 100 26E u I′′ = ⋅ + ⋅ ⋅ =

[ ] { }2| min 0.75 110 0.25 10; 1.0 100 85E u I′′ = ⋅ + ⋅ ⋅ =[ ] { }2|

[ ] { }3| min 0.913 110 0.087 10; 1.0 100 100E u I′′ = ⋅ + ⋅ ⋅ =

E´´[u | I1]E´´[u | I2 ]E´´[u | I3 ]
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Aufgabe 11.3 
Prä‐Posterior Analyse

[ ] [ ] [ ] [ ]( )1 1 2 2 3 3| [ ] | [ ] | [ ]E u E u I P I E u I P I E u I P I C′′ ′′ ′′ ′′= ⋅ + ⋅ + ⋅ +

[ ] 26 0.38 85 0.16 100 0.46 69.48E u C′′ = ⋅ + ⋅ + ⋅ = +[ ]

Wobei      die Kosten für die Probebohrung sind.C

Probebohrung

69.48 + C

1I
2I

3I

[ ]3P I [ ]2P I [ ]1P I

2I

28.05.2008 31

100 Mio. CHF 85 Mio. CHF 26 Mio. CHF
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Aufgabe 11.3
Prä Posterior Analyse
Jetzt können wir die Entscheidung fällen !

1 269 48 min( ) 70C A A+ ≤ =

Prä‐Posterior Analyse

1 269.48 min( , ) 70C A A

C

+ ≤ =

⇔ ≤0.52 Mio.CHF

Pipeline Probebohrung
Brunnen

Pipeline Probebohrung

C

Wenn die Probebohrung weniger als 0.52 Mio. CHF kostet, dann lohnt sie sich.
Da die Probebohrung aber 1 Mio CHF kostet sollte diese nicht durchgeführt
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Da die Probebohrung aber 1 Mio. CHF kostet sollte diese nicht durchgeführt 
werden


