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Example 6.18
Four‐node plane strain element in 
large displacement/large strain 

conditions
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Quest: Establish the matrices

Corresponding to TL using Table 6.5 
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Reminder
• TL – Total Lagrangian formulation

To get: 

We need to know:
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Table 6.5

Only for 3D axisymmetric elements
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Quadrilateral Elements
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r=‐1 r=+1



Table 6.5

tu1
1= 1

tu1
2=0.5
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...
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...



Table 6.5
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6.4 Displacement/Pressure 
Formulation for Large 

Deformations
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Why Displacement/Pressure Formulations for 
Large Deformations?

• A pure displacement‐based procedure is not 
effective for (almost) incompressible analysis

• Material in large deformations (like rubberlike 
materials or metals under large strain) behave 
almost imcompressible

• Therefore total and updated Lagrangian 
formulations should be extended to 
incompressible analysis
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Total Lagrangian Formulation
pure displacement‐based
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Equation of motion
(based on the principle of 
virtual displacements):

We define the incremental potential*:

*The overbar denotes that that only 
displacement fields where 
considered (not pressure fields)

Now the principle of virtual 
displacement can be rewritten as:



Displacement/Pressure 
Total Lagrangian Formulation
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Total Potential

Potential of the displacements

Potential of the pressure
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Pressure of the displacement field

Total element pressure at time t

bulk modulus

Potential Q



Bulk Modulus

• The bulk modulus (Kompressionsmodul) is 
defined as the pressure increase needed to 
cause a given relative decrease in volume
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Linearization
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Vectors FU,  FP contains these Elements
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Matrices KUU,  KUP, KPP, KPU contains these Elements

Linearization
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Displacement/Pressure 
Updated Lagrangian Formulation

Total Lagrange:

Updated Lagrange:
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Innovation in UL formulation



6.5.1 Structural Elements: 
Beam and Axisymmetric Shell Elements
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The vectors Vs and Vt define the Orientation of the cross‐section of 
the beam: they are normal to the axis of the beam and to each other
The values a and b define the size of the cross‐section of the beam

Dimensions of the Beam
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Displacement  u / 
Incremental Displacement u

t
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Vector Vt and Vs

FEM I:



Problem: Large Rotation 
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‐> therefore second‐order has to be taken into account
(higher order terms are neglected) 



Result
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Now the Equation can be solved



Example 6.20
Two Node Beam Element in Large 

Displacement and Rotation
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Evaluate the coordinate and displacement 
interpolations and derivates that are required for the 
calculation of the strain‐displacement matrices of 

the UL and TL formulations
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First we have to 
calculate: 
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q = 2

Two‐Node Element:

=0 =0 =0
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Coordinates
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Displacement



16.10.2009 Example 6.20 6

Incremental Displacement

second‐order terms
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Derivatives
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Derivatives



6.5.2 Structural Elements: 
Structural Elements: Plate and General Shell 

Elements
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Plate and General Shell Elements
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We now extend the theory for beams for general shell elements



Rotation
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Normal Vector

α and β are the Rotation of the Vector         about        and
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Note: the procedure for computing the displacements, etc. is 
now the same as always.
But as seen in FEM I there can be problems with shear‐locking. 
Therefore Mixed Interpolation should be considered.




