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1  Systeme mit einem Freiheitsgrad

1.1 Formulierung der Bewegungsgleichung

1.1.1 Direkte Formulierung

1) Zweites Newtonsches Gesetz (Aktionsprinzip)

(  = Impuls) (1.1)

Die Kraft entspricht der Änderung des Impulses nach der Zeit. 

(1.2)

Mit der Federkraft  und der Dämpfungskraft
 wird Gleichung (1.2) zu:

(1.3)

F td
dI

td
d mu·( ) mu··= = = I

fk t( )– fc t( )– F t( )+ mu·· t( )=

fk t( ) ku t( )=
fc t( ) cu· t( )=

mu·· t( ) cu· t( ) ku t( )+ + F t( )=
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2) Prinzip von d’Alembert

(1.4)

Das Prinzip basiert auf die Idee einer fiktiven Trägheitskraft, die
gleich dem Produkt der Masse mal ihre Beschleunigung ist und
die in entgegengesetzter Richtung zur Beschleunigung wirkt.
Der Massenpunkt steht zu jeder Zeit unter der resultierenden
Kraft  und der Trägheitskraft  im Gleichgewicht.

• Zur Herleitung der Bewegungsgleichung wird das dynamische
Gleichgewicht für jede Kraftkomponente formuliert. Dazu müs-
sen die Kräfte und gegebenfalls auch die Momente in ihre
Komponenten in den Koordinatenrichtungen zerlegt werden.

(1.5)

(1.6)

(1.7)

(1.8)

(1.9)

(1.10)

(1.11)

F T+ 0=

F T mu··–=

y x t( ) l us u t( )+ + +=

y·· x·· u··+=

T my··– m x·· u··+( )–= =

F k us u+( )– cu·– mg+
kus– ku– cu·– mg+
ku– cu·–

=
=
=

F T+ 0=

cu·– ku– mx·· mu··–– 0=

mu·· cu· ku+ + mx··–=



Tragwerksdynamik und Schwingungsprobleme HS 09

Alessandro Dazio  3

1.1.2 Prinzip der virtuellen Arbeit

(1.12)

• Virtuelle Verschiebung = gedachte infinitesimale Verschiebung
• Sollen am Besten kinematisch zulässig sein, sodass die noch un-

bekannten Reaktionskräfte keine Arbeit leisten

(1.13)

• Dabei müssen auch die Trägheitskräfte und die Dämp-
fungskräfte berücksichtigt werden

(1.14)

1.1.3 Energie Formulierung

• Kinetische Energie T (Arbeit, die eine äussere Kraft leisten
muss, um eine Masse zu bewegen)

• Deformationsenergie U (wird aus der Arbeit bestimmt, die
eine äussere Kraft leisten muss, um eine Deformation zu er-
zeugen)

• Potentielle Energie der äusseren Kräfte V

• Energieerhaltungssatz (Konservative Systeme)

(1.15)

(1.16)

δu

δAi δAa=

fm fc fk+ +( )δu F t( )δu=

E T U V+ + To Uo Vo+ + konstant= = =

td
dE 0=
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1.2 Beispiel “Inverted Pendulum”

Direkte Formulierung

Federkraft: (1.17)

Trägheitskraft: (1.18)

Externe Kraft: (1.19)

Gleichgewicht

(1.20)

k

m

O

a

l

Fp

l sin(ϕ1)

Fm

l

sin(ϕ1) ~ ϕ1

cos(ϕ1) ~ 1

ϕ1

Fk

a 
co

s(
ϕ 1

)

a sin(ϕ1)

Fk a ϕ1( )sin k a ϕ1 k⋅ ⋅≈⋅ ⋅=

Fm ϕ·· 1 l m⋅ ⋅=

Fp m g⋅=

Fk a ϕ1( )cos⋅ ⋅ Fm l Fp l ϕ1( )sin⋅ ⋅–⋅+ 0=
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(1.21)

Eigenkreisfrequenz:

(1.22)

System stabil wenn:

: (1.23)

Formulierung mit dem Prinzip der virtuellen Arbeit

m l2 ϕ·· 1⋅ ⋅ a2 k m g l⋅ ⋅–⋅( ) ϕ1⋅+ 0=

ω
K1
M1
------- a2 k m g l⋅ ⋅–⋅

m l2⋅
------------------------------------- a2 k⋅

m l2⋅
------------- g

l
---–= = =

ω 0> a2 k⋅ m g l⋅ ⋅>

k

m

O

a

l

ϕ1

Fkcos(ϕ1)

Fm
Fpsin(ϕ1)

δϕ1

δuk

δum

sin(ϕ1) ~ ϕ1

cos(ϕ1) ~ 1
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Federkraft: (1.24)

Trägheitskraft: (1.25)

Externe Kraft: (1.26)

Virtuelle Verschiebungen:

, (1.27)

Prinzip der virtuellen Arbeit:

(1.28)

(1.29)

Nach wegkürzen von  erhält man die Bewegungsgleichung:

(1.30)

Die Bewegungsgleichung (1.30) entspricht Gleichung (1.21).

Fk ϕ1( )cos⋅ a ϕ1 k⋅ ⋅≈

Fm ϕ·· 1 l m⋅ ⋅=

Fp ϕ1( )sin⋅ m g ϕ1⋅ ⋅≈

δuk δϕ1 a⋅= δum δϕ1 l⋅=

Fk ϕ1( )cos⋅( ) δuk⋅ Fm Fp ϕ1( )sin⋅( )–( ) δum⋅+ 0=

a ϕ1 k⋅ ⋅( ) δϕ1 a⋅ ⋅ ϕ·· 1 l m⋅ ⋅ m g ϕ1⋅ ⋅–( ) δϕ1 l⋅ ⋅+ 0=

δϕ1

m l2 ϕ·· 1⋅ ⋅ a2 k m g l⋅ ⋅–⋅( ) ϕ1⋅+ 0=
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Energie Formulierung 

Feder: (1.31)

Masse: (1.32)

(1.33)

 kann folgendermassen als Reihe
ausgedruckt werden:

(1.34)

k

m

O

a

l

ϕ1

Edef,k

a sin(ϕ1)
vm

Ekin,m

Epot,p

(1-cos(ϕ1)) l
~

0.5 l ϕ1
2

sin(ϕ1) ~ ϕ1

cos(ϕ1) ~ 1

Edef,k
1
2
--- k a ϕ1( )sin⋅[ ]2⋅ ⋅ 1

2
--- k a ϕ1⋅( )2⋅ ⋅= =

Ekin,m
1
2
--- m vm

2⋅ ⋅ 1
2
--- m ϕ· 1 l⋅( )

2
⋅ ⋅= =

Epot,p m g⋅( )– 1 ϕ1( )cos–( ) l⋅ ⋅=

ϕ1( )cos

ϕ1( )cos 1
ϕ1
2

2!
------–

ϕ1
4

4!
------ …– 1–( )k x2k

2k( )!
-------------⋅ …+ + +=
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Für kleinen Winkeln  gilt:

 bzw. (1.35)

und Gleichung (1.33) wird:

(1.36)

Energiesatz

(1.37)

(1.38)

Ableitung der Energie nach der Zeit:

Ableitungsregel: (1.39)

(1.40)

Nach Herauskürzen der Geschwindigkeit :

(1.41)

Die Bewegungsgleichung (1.41) entspricht Gleichungen (1.21)
und (1.30).

ϕ1

ϕ1( )cos 1
ϕ1
2

2
------–=

ϕ1
2

2
------ 1 ϕ1( )cos–=

Epot,p m g 0.5 l ϕ1
2⋅ ⋅ ⋅ ⋅( )–=

Etot Edef,k Ekin,m Epot,p+ + konstant= =

E 1
2
--- m l2⋅( ) ϕ· 1

2
⋅ 1

2
--- k a2⋅ m g l⋅ ⋅–( ) ϕ1

2⋅+ konstant= =

td
dE 0= g f•( )' g' f•( ) f'⋅=

m l2⋅( ) ϕ· 1 ϕ·· 1⋅ ⋅ k a2⋅ m g l⋅ ⋅–( ) ϕ1 ϕ· 1⋅ ⋅+ 0=

ϕ· 1

m l2 ϕ·· 1⋅ ⋅ a2 k m g l⋅ ⋅–⋅( ) ϕ1⋅+ 0=
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Vergleich der Energiemaxima

(1.42)

(1.43)

Gleichstellung von  und 

(1.44)

(1.45)

•  unabhängig vom Anfangswinkel 

• je grösser die Auslenkung, desto grösser die Maximalge-
schwindigkeit.

KE 1
2
--- m ϕ· 1,max l⋅( )

2
⋅ ⋅=

PE 1
2
--- k a ϕ1⋅( )2⋅ ⋅ 1

2
--- g m l ϕ1

2⋅ ⋅ ⋅ ⋅–=

KE PE

ϕ· 1,max
a2 k m g l⋅ ⋅–⋅

m l2⋅
-------------------------------------

� �
� �
� �

ϕ1⋅=

ϕ· 1,max ω ϕ1⋅=

ω ϕ1
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1.3 Modellbildung

1.3.1 Strukturen mit konzentrierten Massen

(1.46)

Rahmen mit starrem Riegel

k 2
12EIs
H3

--------------=

k 2
3EIw
H3
------------=

Wasserbehälter

F(t)

F(t)

“Brücke in Querrichtung”

F(t)

k …=

F(t)

k
3EIw
H3
------------=

mu·· ku+ F t( )=
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1.3.2 Strukturen mit verteilten Massen 

Verschiebung: (1.47)

Externe Kräfte:
(1.48)

• Prinzip der virtuellen Arbeit

(1.49)

(1.50)

 vobei: (1.51)

und (1.52)

u x t,( ) ψ x( )U t( )=

t x t,( ) mu·· x t,( )–=
f x t,( )

δAi δAa=

δAa t δu⋅( ) xd
0

L

� f δu⋅( ) xd
0

L

�+

mu·· δu⋅( ) xd
0

L

�– f δu⋅( ) xd
0

L

�+

=

=

δAi M δϕ⋅( ) xd
0

L

�=

M EIu''= δϕ δ u''[ ]=
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(1.53)

• Umformungen:

und (1.54)

• Die virtuelle Verschiebung ist affin zur gewählten Verformung:

und (1.55)

• Mit Gleichungen (1.54) und (1.55) wird die Arbeit der äusseren
Kräften :

(1.56)

• Mit Gleichungen (1.54) und (1.55) wird die Arbeit der inneren Kräf-
ten :

(1.57)

• Gleichung (1.49) ist gültig für alle virtuellen Verschiebungen, des-
halb:

(1.58)

(1.59)

δAi EIu'' δ u''[ ]⋅( ) xd
0

L

�=

u'' ψ''U= u·· ψU··=

δu ψδU= δ u''[ ] ψ''δU=

δAa

δAa mψU·· ψδU⋅( ) xd
0

L

�– f ψδU⋅( ) xd
0

L

�+

δU U·· mψ2 xd
0

L

�– fψ xd
0

L

�+

=

=

δAi

δAi EIψ''U ψ''δU⋅( ) xd
0

L

� δU U EI ψ''( )2( ) xd
0

L

�= =

U EI ψ''( )2( ) xd
0

L

� U·· mψ2 xd
0

L

�– fψ xd
0

L

�+=

m*U·· k*U+ F*=
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• Eigenkreisfrequenz

(1.60)

-> Rayleigh-Quotienten

• Wahl der Verformungsfigur

- Die Genauigkeit der Modellierung ist von der Annahme der
Verformungsfigur abhängig;

- Die besten Resultate werden dann erzielt, wenn die Verfor-
mungsfigur alle Lagerungsbedingungen erfüllt;

- Die Lagerungsbedingungen sind automatisch erfüllt, wenn
die Verformungsfigur die Biegelinie einer externen Bela-
stung entspricht;

- Eine mögliche externe Belastung ist das Eigengewicht der
Struktur in der untersuchten Richtung.

• Eigenschaften des Rayleigh-Quotienten

- Die geschätzte Eigenfrequenz ist immer höher als die Ex-
akte (Minimierung!);

- Man bekommt brauchbare Resultate auch wenn die ange-
nommene Verformungsfigur nicht sehr realistisch ist.

ωn
2 k*

m*
-------

EI ψ''( )2( ) xd
0

L

�

mψ2 xd
0

L

�
-------------------------------------= =
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• Beispiel Nr. 1: Kragarm mit verteilter Masse 

,  (1.61)

(1.62)

ψ 1 πx
2L
-------� �

� �cos–= ψ'' π
2L
-------� �

� � 2 πx
2L
-------� �

� �cos=

m* m 1 πx
2L
-------� �

� �cos–� �
� � 2 xd

0

L
� ψ2 x L=( )M+

1
2
---m

3πx 8 πx
2L
-------� �

� �Lsin– 2 πx
2L
-------� �

� � πx
2L
-------� �

� �Lsincos+

π
----------------------------------------------------------------------------------------------------

� �
� �
� �
� �
� �

0

L

M+

3π 8–( )
2π

--------------------mL M+ 0.23mL M+

=

=

= =
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(1.63)

(1.64)

• Kontrolle der Randbedingungen der Verformungsfigur

 ? -> :  OK!

 ? -> :  OK!

 ? -> :  OK!

k* EI π
2L
-------� �

� � 4 πx
2L
-------� �

� �cos� �
� � 2 xd

0

L

�

EI π
2L
-------� �

� � 4 1
2
---

πx 2 πx
2L
-------� �

� � πx
2L
-------� �

� �Lsincos+

π
---------------------------------------------------------------

� �
� �
� �
� �
� �

0

L

⋅

π4

32
------ EI

L3
------⋅ 3.04 EI

L3
------⋅ 3EI

L3
---------≈

=

=

= =

ω 3EI
0.23mL M+( )L3
------------------------------------------=

ψ 0( ) 0= ψ x( ) 1 πx
2L
-------� �

� �cos–= ψ 0( ) 0=

ψ' 0( ) 0= ψ' x( ) π
2L
------- πx

2L
-------� �

� �sin= ψ' 0( ) 0=

ψ'' L( ) 0= ψ'' x( ) π
2L
-------� �

� � 2 πx
2L
-------� �

� �cos= ψ'' L( ) 0=
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• Beispiel Nr. 2: Kragarm mit verteilter Masse 

, (1.65)

• Berechnung der Masse 

(1.66)

(1.67)

(1.68)

(1.69)

ψ 1 πx
2L
-------� �

� �cos–= ψ'' π
2L
-------� �

� � 2 πx
2L
-------� �

� �cos=

m*

m* m 1 πx
2L
-------� �

� �cos–� �
� � 2 xd

0

L
� ψ2 x L

2
---=� �

� �M1 ψ2 x L=( )M2+ +=

m* 3π 8–( )
2π

--------------------mL 1 π
4
---� �

� �cos–� �
� � 2 M1⋅ 12 M2⋅+ +=

m* 3π 8–( )
2π

--------------------mL 3 2 2–
2

-------------------� �
� � M1⋅ M2+ +=

m* 0.23mL 0.086M1 M2+ +=
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• Berechnung der Steifigkeit 

(1.70)

(1.71)

• Berechnung der Eigenkreisfrequenz 

(1.72)

Spezialfall:  und 

(1.73)

Die genaue erste Eingenkreisfrequenz eines Zweimassen-
schwingers mit konstanter Steifigkeit und gleichen Massen ist:

(1.74)

Als numerischer Beispiel kann die erste Eigenfrequenz eines
Stahlprofils HEB360 (Biegung um die starke Achse), 
hoch und mit zwei Massen :

k*

k* EI π
2L
-------� �

� � 4 πx
2L
-------� �

� �cos� �
� � 2 xd

0

L

�=

k* π4

32
------ EI

L3
------⋅ 3.04 EI

L3
------⋅ 3EI

L3
---------≈= =

ω

ω 3.04EI
0.23mL 0.086M1 M2+ +( )L3
-------------------------------------------------------------------------=

m 0= M1 M2 M= =

ω 3.04EI
1.086M( )L3
------------------------------ 1.673 EI

ML3
-----------= =

ω 3.007EI
1.102M( )L3
------------------------------ 1.652 EI

ML3
-----------= =

L 10m=
M1 M2 10t= =
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(1.75)

(1.76)

Aus Gleichung (1.73)

(1.77)

(1.78)

Aus Gleichung (1.74)

(1.79)

Die erste Eigenkreisfrequenz von so einem Einmassenschwin-
ger kann mit einem FE-Programm (z.B. Statik 5) berechnet wer-
den. Sie beträgt:

, (1.80)

Die übereinstimmung der Gleichungen (1.78), (1.79) und (1.80)
ist sehr gut. Die Darstellung der ersten Eigenfrequenz aus einem
FE-Programm ist im nächsten Bild angegeben.

EI 200000 431.9 6×10⋅ 8.638 13×10 Nmm2= =

EI 8.638 4×10 kNm2=

ω 1.673 EI
ML3
----------- 1.673 8.638 4×10

10 10⋅ 3
------------------------- 4.9170= = =

f 1
2π
------ ω⋅ 4.9170

2π
---------------- 0.783Hz= = =

f 1.652
2π

------------- EI
ML3
----------- 1.652

2π
------------- 8.638 4×10

10 10⋅ 3
------------------------- 0.773Hz= = =

T 1.2946s= f 0.772Hz=



Tragwerksdynamik und Schwingungsprobleme HS 09

Alessandro Dazio  19

SAP2000 v8 - File:HEB_360 - Mode 1  Period 1.2946 seconds   - KN-m Units

HEB 360

M = 10t

M = 10t
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1.3.3 Dämpfung

• Dämpfungsarten

• Angaben zur Dämpfung von Tragwerken 

Material Dämpfung ζ

Stahlbeton (ungerissen)
Stahlbeton (gerissen)
Stahlbeton (Vorgespannt)
Stahlbeton (Teilweise Vorspannung)
Verbundbauteile
Stahl

0.007 - 0.010
0.010 - 0.040
0.004 - 0.007
0.008 - 0.012
0.002 - 0.003
0.001 - 0.002

Tabelle C.1 aus [Bac+97]

Dämpfung

Interne Externe

Material
Kontaktbereiche 

innerhalb der 
Tragwerke

Hysteresis
(Viskos,
Reibung,
Fliessen)

Relativbewegung 
zwischen

Teiltragwerken
(Lager, Fugen, 

etc.)

Externer Kontakt 
(nichttragende

Elemente, Energie-
abstrahlung im

Boden, etc.)
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• Lager  

Quelle: A. Marioni: “Innovative Anti-seismic Devices for Bridges”. 
[SIA03]
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• Dissipatoren

Quelle: A. Marioni: “Innovative Anti-seismic Devices for Bridges”. 
[SIA03]


